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'orwort. 


-  In  den  Vorlesungen,  die  ich  im  Wintersemester  1921/22  an  der 
Wiener  Universität  hielt  und  die  in  diesem  Buche  wiedergegeben  sind, 
sollte  die  Vektoranalysis  nicht  wie  in  anderen  BücHern  um  ihrer  selbst 
willen  behandelt  werden;  es  sollten  vielmehr  in  diesen  Vorlesungen 
die  Grundlagen  der  Mechanik  der  Massenpunkte,  der  starren  und  defor- 
mierbaren Körper  sowie  die  Grundlagen  der  Maxwell  sehen  Theorie 
und  der  Kelativitätstheorie  möghchst  einfach  mittels  einer  einheithchen 
vektoriellen  Methode  entwickelt  werden.  Zu  diesem  Zwecke  wurden  in 
den  Vorlesungen  die  Grundzüge  der  Vektor-  und  der  Tensoranalysis 
dargestellt;  doch  wurde  hierbei  grundsätzlich  niemals  weiter  gegangen, 
als   es   für   die   späteren   physikalischen   Anwendungen   notwendig   war. 

In  dem  Buche  wechseln  rein  mathematische  Abschnitte  mit  solchen 
ab,  in  denen  die  gewonnenen  mathematischen  Erkenntnisse  physikalisch 
verwertet  werden.  Eine  scharfe  Scheidung  erschien  mir  notwendig, 
damit  sich  der  Leser  deutlich  dessen  bewußt  werde,  welche  Zusammen- 
hänge zwischen  physikalischen  Theoremen  rein  mathematischer  Natur 
sind  und  welche  nur  unter  Zuhilfenahme  physikalischer  Erfahrungs- 
tatsachen hergestellt  werden  können. 

Von  dem  Hamilton  sehen  Operator  habe  ich  in  diesem  Buche  nirgends 
Gebrauch  gemacht,  da  ich  glaube,  daß  seine  Benutzung  den  Anfänger 
nur  verwirrt;  aus  demselben  Grunde  erschien  mir  eine  scharfe  Betonung 
des  Gegensatzes  zwischen  polaren  und  axialen  Vektoren  überflüssig. 
Auf  eine  Darstellung  der  verallgemeinerten,  nichteuklidischen  Tensor- 
analysis habe  ich  in  diesem  Buche  verzichtet;  ich  glaubte  dies  um  so 
eher  tun  zu  sollen,  als  sich  eine  solche  von  mir  verfaßte  Darstellung 
ohnedies  in  meiner  „Einführung  in  die  theoretische  Physik"  (in  dem 
Kapitel  über  allgemeine  Eelativitätstheorie)  findet. 

Die  Herren  stud.  math.  Felix  Gelber  und  Franz  Urbach  in  Wien 
und  teilweise  auch  Herr  Universitätsdozent  Dr.  Hugo  Sirk  in  Wien 
waren  so  freundlich,  die  Korrekturbogen  mit  größter  Aufmerksamkeit 
zu  lesen,  wofür  ihnen  herzlichst  gedankt  sei.  Auch  meinem  Verlage 
möchte  ich  für  sein  stets  bereitwilHges  Entgegenkommen  hier  aufrichtig 
danken. 

Wien,  im  Juni  1922. 

Arthur  Haas. 


Inhalt. 


Seite 

Einleitung 1 

I.  Kapitel.    Die  Vektoren. 

§    1.     Vektoren  und  Skalare 2 

§    2.     Vektoralgebra      5 

§    3.     Die  Dynamik  des  Massenpunktes 13 

§    4.     Die  Transformation  der  Vektorkomponenten 17 

§    5.     Der  Gradient  eines  skalaren  Feldes 19 

§    6.     Potential  und  Energie 22 

§    7.     Das  rotierende  Koordinatensystem 23 

§    8.     Die  Relativbewegung 27 

§    9.     Die  Bewegungs Vorgänge  auf  der  rotierenden  Erde 31 

II.  Kapitel.    Die  Tensoren. 

§  10.     Der  Begriff  des  Tensors 37 

§11.     Das  Tensorellipsoid 41 

§  12.     Das  Trägheitsmoment 42 

§  13.     Die  Spannung 46 

III.  Kapitel.    Die  Vektorfelder. 

§  14.     Die  vektoriellen  Differentialoperationen    . 50 

§  15.     Der  Satz  von  Gauss 56 

§  16.     Die  Vektorlinien 58 

§  17.     Der  Satz  von  Stokes 60 

§  18.     Tensorfeld  und  Vektordivergenz 64 

§  19.     Die  Dynamik  des  deformierbaren  Körpers 65 

§  20.     Die  ideale  Flüssigkeit 72 

§  21.     Das  elastische  Medium 76 

IV.  Kapitel.    Die  Potentiale. 

§22.     Quellpunkt  und  Feldstärke 80 

§  23.     Die  Gleichung  von  Poisson 83 

§24.     Die   Quellenflächen 85 

§  25.     Quellenpaar  und  Doppelschichte 87 

§  26.     Das  vektorielle  Potential 89 

§  27.     Die  CoTJLOMBschen  Fernkräfte 93 

§  28.     Elektrische  Ladung  und  elektrischer  Strom 94 

§  29.     Der  Magnetismus 97 


VI  Inhalt. 


Seite 

§  30.     Das  Gesetz  von  Biot  und  Savart 100 

§31.     Das  elektrodynamische  Grundgesetz  von  Ampere 103 

§  32.     Das  Induktionsgesetz  von  Neumann 104 

§  33.     Die  Maxwell  sehen  Gleichungen 106 

§  34.     Der  Satz  von  Poyntinc4 108 

V.  Kapitel.    Die  Vektorwellen. 

§  35.     Die  Vektorschwingung 110 

§  S6.     Die  ebenen  Vektorwellen •    •    •        112 

§  37.     Die  elastischen  Wellen      115 

§38.     Die  elektromagnetischen  Lichtwellen 116 

VI.  Kapitel.    Die  Weltvektoren. 

§  39.     Die  MiNKOWSKi-Welt 120 

§  40.     Die  LoRENTZ-Transformation 124 

§  41.     Die  Zusammensetzung  der  Geschwindigkeiten 126 

§  42.     Die  relativistische  Dynamik 129 

§  43.     Die  träge  Masse  der  Energie 132 

Anhang. 

Zusammenfassung  des  Inhalts 135 

Übersicht  über  die  häufigsten  Bezeichnimgen 146 

Namenverzeichnis 147 

Sachverzeichnis 148 


Einleitung. 

Die  Geschichte  der  Vektorrechnung  beginnt  eigentHch  mit  dem.  be- 
kannten holländischen  Physiker  Stevin,  der  um  1600  anläßlich  seiner 
Entdeckung  des  Prinzips  des  Kräfteparallelogramms  zuerst  physika- 
lische Größen  durch  gerichtete  Strecken  darstellte.  Etwa 
hundert  Jahre  nach  Stevin  erhielt  die  Mechanik  ihr  eigentliches  Funda- 
ment in  dem  bekannten  zweiten  NEWTONSchen  Bewegungsaxiom, 
das  eine  vektorielle  Beziehung  zum  Inhalt  hat.  Denn  es  lehrt  ja  unter 
anderem,  daß  die  Beschleunigung  und  die  Kraft  stets  gleich  ge- 
richtet sind. 

Da  das  zweite  Newton  sehe  Bewegungsgesetz  die  eigentliche  Grund- 
lage der  Mechanik  bildet,  haben  natürlich  die  theoretischen  Physiker, 
als  sie  im  17.  und  18.  Jahrhundert  die  Mechanik  ausbauten,  dabei  auch 
viele  wichtige  Beziehungen  der  Vektortheorie  aufgefunden.  Sie  sprachen 
allerdings  nicht  von  Vektoren;  aber  sie  wußten,  wenn  auch  auf  kom- 
plizierte Art,  mit  ihnen  zu  operieren,  namentlich  seit  durch  Euler  in 
der  Mitte  des  18.  Jahrhunderts  die  Physik  mit  der  analytischen  Geo- 
metrie des  Eaumes  verknüpft  worden  war;  und  als  im  Beginne  des 
19.  Jahrhunderts  die  Potentialtheorie  ausgebildet  wurde,  da  erkannten 
die  Theoretiker  auch  die  Bedeutung  der  wichtigen  Differentialoperationen, 
durch  die  Vektorgrößen  miteinander  verknüpft  werden  können. 

Freilich  rechneten  damals  die  theoretischen  Physiker  nie  mit  den 
Vektoren  selbst,  sondern  immer,  indem  sie  alles  auf  ein  Koordinaten- 
system bezogen,  mit  den  Vektorkomponenten.  Erst  um  das  Jahr  1840 
erkannten  gleichzeitig,  doch  unabhängig  voneinander  Grassmann  und 
Hamilton,  daß  dieses  ständige  Rechnen  mit  den  Vektorkomponenten 
statt  mit  den  Vektoren  selbst  eine  durch  den  Gegenstand  gar  nicht  ge- 
forderte und  ganz  überflüssige  Komplizierung  bedeutet;  und  so  bildeten 
sie  in  den  Vierziger  Jahren  des  19.  Jahrhunderts  die  eigentliche  Vektor- 
rechnung aus.  In  die  theoretische  Physik  hat  die  Vektoranalysis  in- 
dessen erst  durch  Maxwell s  berühmtes,  1873  erschienenes  Lehrbuch 
der  Elektrizität  und  des  Magnetismus  Eingang  gefunden.  Eine  allgemeine 
Verbreitung  wurde  der  Vektoranalysis  freilich  erst  seit  dem  Beginne 
des  20.  Jahrhunderts  zuteil  —  infolge  der  ungeheuren  Vereinfachung, 
die  durch  sie  die  Darstellung  der  Mechanik  und  der  Elektrizitätstheorie 
erfährt. 


Haas,  Vektoranalysis. 


I.  Kapitel. 

Die  Vektoren. 

§  1.   Vektoren  und  Skalare. 

Unter  einem  Vektor  verstehen  wir  eine  gerichtete  Strecke, 
unter  einer  Vektorgröße  eine  Größe,  die  erst  durch  Angabe  einer 
Eichtung  bestimmt  ist  und  daher  symbohsch  durch  einen  Vektor 
dargestellt  werden  kann.  Beispiele  für  Vektorgrößen  sind  die  Kraft, 
die  Geschwindigkeit,  die  Beschleunigung,  das  statische  Moment,  die 
elektrische  Feldstärke. 

An  jeder  Vektorgröße  müssen  drei  wesentliche  Eigenschaften  unter- 
schieden werden:  der  Betrag,  die  Eichtung  und  der  Eichtungssinn. 
Unter  dem  Betrag  eines  Vektors  versteht  man  die  Zahl,  die  es  angibt, 
wieviel  Einheiten  die  betreffende  Größe  hat.  Unter  dem  Betrag  einer 
Kraft  oder  einer  Geschwindigkeit  versteht  man  beispielsweise  die  Zahl, 
die  es  angibt,  wieviel  Krafteinheiten  die  betreffende  Kraft  oder  wieviel 
Geschwindigkeitseinheiten  die  betreffende  Geschwindigkeit  mißt.  Bei 
der  Darstellung  durch  eine  gerichtete  Strecke  ist  natürlich  der  Betrag 
der  Vektorgröße  durch  die  Länge  der  Strecke  repräsentiert. 

Dem  allgemeinen  Brauche  gemäß  sollen  im  folgenden  Vektorgrößen 
immer  mit  deutschen  Buchstaben  bezeichnet  werden.  Der  Betrag 
eines  Vektors  soll  mit  dem  entsprechenden  lateinischen  Buchstaben 
bezeichnet  werden,  also  der  Betrag  eines  Vektors  %  mit  Ä.  ■ 

Daß  zwei  Vektoren  ^  und  ^  im  Betrage,  in  der  Eichtung  und  im 
Eichtungssinn  übereinstimmen,  soll  durch  die  symbolische  Gleichung 
ausgedrückt  werden 

(1)  ^  =  «  . 

Zwei  Vektoren  werden  also  auch  dann  als  identisch  angesehen,  wenn 
sie  von  verschiedenen  Punkten  aus  gezogen  werden,  wofern  nur 
Betrag,  Eichtung  und  Eichtungssinn  übereinstimmen.  Daß  zwei  Vek- 
toren %  und  (5^  zwar  im  Betrage  und  in  der  Eichtung  übereinstimmen, 
jedoch  entgegengesetzten  Eichtungssinn  haben,  soll  seinen  Aus- 
druck in  der  symbolischen  Gleichung  finden 

(2)  ^=-6:. 

Die  Projektionen  eines  Vektors  auf  die  Achsen  eines  Ko- 
ordinatensystems werden  als  die  Komponenten  des  Vektors  in 
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bezug  auf  dieses  Koordinatensystem  bezeichnet.  Sind  die  Komponenten 
eines  Vektors  ^  gleich^  A^,  Ay,  A^,  so  ist  nach  dem  pythagoreischen 
Lehrsatz 

(3)  A'^  =  A,^  -{-  Ay^  +  A,K 

Das  Quadrat  des  Betrages  eines  Vektors  ist  gleich  der  Summe  der 
Quadrate  seiner  Komponenten. 

Durch  die  Komponenten  ist  aber  nicht  nur  der  Betrag  des  Vektors 
bestimmt,  sondern  auch  seine  Eichtung  und  durch  das  Vorzeichen  der 
Komponenten  natürhch  auch  der  Kichtungssinn.  Es  ist  ja  die  Projektion 
auf  die  a;-Achse  gleich  dem  Betrage  des  Vektors,  multipliziert  mit  dem 
Kosinus  des  Winkels,  den  die  Vektorrichtung  mit  der  Richtung  der  x- 
Achse  einschließt,  also 

(4)  A^  =  A  cos  {%  x) 

oder  nach  Gl.  3 

A. 


(5) 


cos  {%  x) 


Zwei  analoge  Gleichungen  gelten  für  die  Winkel,  die  die  Vektorrichtung 
mit  der  ?/-  und  der  e-Achse  bildet. 

z 

A  f 

A 


^X 


^X 


Fig.  1. 


Fig.  2. 


Eine  kurze  Zwischenbemerkung  über  räumliche  Koordinaten- 
systeme muß  indessen  hier  eingeschaltet  werden.  Es  sind  zwei  Arten 
von  räumlichen  Koordinatensystemen  möghch,  die  miteinander  nie  zur 
Deckung  gebracht  werden  können,  weil  die  eine  Art  das  Spiegelbild 
der  anderen  ist.  Zeichnen  wir  nämlich  in  einer  vertikalen  Ebene  die  x- 
und  die  2:-Achse,  so  kann  die  positive  i/-Achse  nach  hinten  oder  nach 
vorn  gerichtet  sein.    Im  ersten  Falle  (Fig.  1)  erscheint,  von  einem  Punkte 

1  Die  Komponenten  eines  Vektors  sollen  in  diesem  Buch  grundsätzlich  immer 
mit  lateinischen  Buchstaben  bezeichnet  werden. 
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der  positiven  ^-Achse  aus  gesehen,  die  Drehung,  die  auf  kürzestem  Wege 
die  positive  ^r-Achse  in  die  Kichtung  der  positiven  |/-Achse  überführt"^, 
entgegengesetzt  der  Drehung  des  Uhrzeigers.  Im  zweiten  Fall 
(Fig.  2)  erscheint  diese  Drehung  im  Sinne  des  Uhrzeigers.  Im  ersten  Fall 
spricht  man  von  einem  englischen,  im  zweiten  Fall  von  einem 
französischen  Koordinatensystem. ^  Man  nennt  auch  das  eng- 
lische Koordinatensystem  ein  Bechtssystem  und  das  französische  ein 
Linkssystem.  Stellt  man  nämhch  die  o;- Achse  durch  den  Daumen, 
die  ?/- Achse  durch  den  Zeigefinger  und  die  ^-Achse  durch  den  Mittelfinger 
dar,  so  erhält  man  durch  die  Finger  der  rechten  Hand  ein  englisches, 
durch  die  der  linken  Hand  hingegen  ein  französisches  Koordinatensystem. 
Da  für  die  Untersuchung  elektromagnetischer  Vorgänge  das  englische 
Koordinatensystem  vorteilhafter  ist,  ist  es  heute  in  der  theoretischen 
Physik  allgemein  gebräuchhch  und  soll  darum  auch  im  folgenden  aus- 
schließlich benutzt  werden. 

Im  Gegensatze  zu  den  Vektoren  nennt  man  Größen,  die  bereits 
durch  Angabe  einer  Zahl  vollkommen  bestimmt  sind,  denen  also  eine 
Kichtung  nicht  zukommt,  Skalare.  Man  nennt  sie  deshalb  so,  weil  sie 
vollkommen  bestimmt  sind,  sobald  man  ihre  an  einer  bestimmten  Skala 
gemessene  Größe  kennt.  Skalare  sind  z.  B.  die  Temperatur,  die  Zeit, 
die  Masse,  die  elektrische  Ladung,  die  Magnetismusmenge. 

Mit  einem  Skalar  wird  ein  Vektor  offenbar  so  multipliziert, 
daß  der  Betrag  des  Vektors  mit  dem  Skalar  multipliziert  wird,  ohne 
daß  an  der  Kichtung  des  Vektors  etwas  geändert  wird.  Ebenso  wird 
natürlich  ein  Vektor  durch  einen  Skalar  dividiert,  indem  man  den  Betrag 
dividiert,  ohne  etwas  an  der  Kichtung  zu  ändern. 

Diese  Kegel  führt  nun  weiterhin  zu  dem  wichtigen  Begriff  des  Ein- 
heitsvektors. Unter  einem  solchen  versteht  man  einen  Vektor,  dessen 
Länge  gleich  der  Längeneinheit  ist.  Jede  mögliche  Kichtung  kann 
also  durch  einen  Einheitsvektor  festgelegt  werden.  Jeder  beliebige  Vektor 
kann  nun  aufgefaßt  werden  als  das  Produkt  aus  einem  in  seine  Kichtung 
fallenden  Einheitsvektor  und  einem  Skalar,  der  gleich  ist  dem  Betrage 
des  Vektors.  Nennen  wir  etwa  einen  Einheitsvektor,  der  in  die  Kichtung 
eines  Vektors  %  fällt,  a,  so  ist 
(6)  %  =  CiA. 

Auch  ein  Koordinatensystem  kann  charakterisiert  werden  durch 
die  drei  Einheitsvektoren,  die  in  die  Kichtungen  der  positiven  Achsen 
fallen.  Man  bezeichnet  diese  Einheitsvektoren  allgemein  mit  t,  j,  !  und 
nennt   sie  die    Grundvektoren  des   betreffenden  Koordinatensvstems. 


^  Statt  durch  eine  Drehung  um  90®  kann  man  ja  die  positive  cc-Achse  in  die 
Richtung  der  positiven  ^Z- Achse  auch  durch  eine  entgegengesetzte  Drehung  um  270" 
überführen.    Darum  wird  von  einer  Überführung  „auf  kürzestem  Wege"  gesprochen. 

^  Die  Bezeichnungen  erklären  sich  daraus,  daß  früher  das  durch  Fig.  1  dar- 
gestellte System  hauptsächlich  von  englischen,  das  durch  Fig.  2  dargestellte  aber  vor 
allem  von  französischen  Physikern  benutzt  wurde. 
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§  2.    Vektoralgebra. 

Ebenso  wie  Zahlengrößen  können  auch  Vektorgrößen  durch  mannig- 
fache   Operationen   miteinander   verknüpft   werden,   die   zweckmäßig   so 
definiert    werden,    daß    sie    in   besonderen 
Fällen  in  die  mit  gleichem  Namen  benann- 
ten arithmetischen  Operationen  übergehen. 

Als  Summe  zweier  Vektoren  de- 
finiert man  zunächst  einen  Vektor,  der  die 
Diagonale  eines  Parallelogramms 
darstellt,  dessen  Seiten  den  beiden  Sum- 
manden nach  Größe  und  Kichtung  gleich 
sind.  Um  die  Summe  zweier  Vektoren  ^l 
und  ®    zu   erhalten,   trägt  man  also  von  p. 

dem  Endpunkt  des  Vektors  ^  den  Vektor  ^ 

auf  und  verbindet  nun  den  Anfangspunkt  des  Vektors  %  mit  dem  End- 
punkt des  Vektors  ^  (Fig.  3).  Die  vektorielle  oder,  wie  man  auch  sagt, 
die  geometrische  Summe  der  beiden  Vektoren  \drd  durch  das  Symbol 
ausgedrückt 

Ohne  weiteres  zeigt  die  geometrische  Anschauung,  daß  ebenso  wie  für 
die  arithmetische  so  auch  für  die  vektorielle  Addition  sowohl  das  kom- 
mutative  als  auch  das  assoziative  Gesetz  gilt.     Es  ist 

(1)  . :  ^  +  ©=«+ijr,    . 

und  wenn  ein  beliebiger  dritter  Vektor  mit  d  bezeichnet  wird,  ist 

(2)  (^  +  ^)  +  (£  ==  (^  -f  (£)  +  ^  _  (^  +  (£)  ^  ^  . 

Sind  zwei  zu  addierende  Vektoren  gleich  gerichtet,  so  geht  die  geometrische 
Addition  in  die  arithmetische  über,  indem  der  Betrag  der  Summe  dann 
einfach  gleich  ist  der  Summe  der  Einzelbeträge. 

Unter  der  Differenz  zweier  Vektoren,  bezeichnet  durch  da^ 
Svmbol 

^  -  ®  , 

versteht  man  die  Summe  aus  dem  Vektor  %  und  aus  einem  Vektor,  del" 
dem  Vektor  ^  entgegengesetzt  gleich  ist. 

Hat  ein  Vektor  ^  die  Komponenten  A^,  Ay,  A^,  so  können  wir  den 
Vektor  auch  auffassen  als  die  Summe  dreier  Vektoren,  die  in  die  Eich- 
tungen der  Koordinatenachsen  fallen  und  die  Beträge  A^,  Ay,  A^  haben. 
Indem  wir  die  Symbole  für  die  Grundvektoren  des  Koordinatensystems 
benutzen,  können  wir  also  die  Formel  aufstellen 

(B)  ^  =  t^,  +  j^,  +  U,. 

Ist  umgekehrt  ein  Vektor  %  in  der  Form  darstellbar 
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wobei  S' ,  S"  und  S'"  drei  skalare  Ausdrücke  bedeuten  mögen,  so  können 
wir  daraus  sofort  schließen,  daß  S'  die  a:-Komponente  des  Vektors  ist, 
S"  die  y-  und  S'"  die  ^-Komponente. 

Denken  wir  uns  die  Gl.  3  auch  für  einen  zweiten  Vektor  33  gebildet 
und  zu  der  ursprünglichen   Gl.  3  vektoriell  hinzuaddiert,  so  finden  wir 

(4)  ,  %  +  ^  =i(A,  +  B,)  +\{A,  +  B,)  +  i(A,  +  B,)  . 

Nach  dem  vorhin  Gesagten  bedeutet  diese  Formel,  daß  die  Komponen- 
ten der  Summe  zweier  Vektoren  gleich  sind  den  Summen  der  Kom- 
ponenten der  einzelnen  Vektoren. 

Bei  der  Multiplikation  von  Vektoren  unterscheidet  man  die 
sogenannte  innere  und  die  sogenannte  äußere  Multiplikation.  Als 
inneres  oder  skalares  Produkt  zweier  Vektoren  definiert  man  einen 
Skalar,  der  sich  ergibt,  wenn  man  den  Betrag  des  einen  Vektors  multi- 
pliziert mit  der  Projektion  des  anderen  Vektors  auf  den  ersten 
Vektor.  Das  innere  Produkt  zweier  Vektoren^  und  ^  wird  durch  das 
Symbol  bezeichnet 

^  ^     oder    %  .  33     oder     (31  ^)  . 
Es  ist  also 

(5)  31  ^  =  ^  ß  cos  (31,  ^)  . 

Das  skalare  Produkt  ist  positiv  oder  negativ,  je  nachdem  ob  die 
Vektoren  miteinander  einen  spitzen  oder  einen  stumpfen  Winkel 
bilden. 

Aus  der  Definition  des  skalaren  Produktes  folgt  zunächst,  daß  ebenso 
wie  für  die  arithmetische  Multiplikation  das  kommutative  Gesetz 
gilt;  es  ist 

(6)  3lS=5B3t. 

Wir  wollen  nun  weiterhin  das  skalare  Produkt  aus  einem  Vektor  31 
und  einem  zweiten  Vektor  X)  untersuchen,  der  seinerseits  die  Summe 
zweier  Vektoren  ^  -}-  (£  sei.  Indem  wir  die  Kichtung  des  Vektors  31  zu 
der  a;-Achse  eines  sonst  beliebigen  Koordinatensystems  machen,  erkennen 
wir  aus  der  Gl.  4  sogleich,  daß  die  Projektion  des  Vektors  X)  auf  die 
Kichtung  des  Vektors  31  gleich  ist  der  Summe  der  Projektionen  der 
Vektoren  S  und  d.    Nach  der  Definition  des  skalaren  Produktes  ist  also 

(7)  3i(33+e;)=^^+^Ct:. 

Für  die  innere  Multiplikation  gilt  nicht  nur  das  kommutative,  sondern 
auch  das  distributive  Gesetz,  weshalb  auf  die  skalare  Multiplikation 
-die  Kechenregeln  der  arithmetischen  MultipHkation  angewendet  werden 
können. 

Aus  der  Gl.  5  folgt,  daß  in  zwei  Fällen  das  skalare  Produkt  eine  be- 
sonders einfache  Form  annimmt,  nämlich  dann,  wenn  die  beiden  Vektoren 
gleich  gerichtet  oder  aber  zueinander  normal  sind.  Im  ersten  Falle  ist 
das  skalare  Produkt  einfach  gleich  dem  Produkt  der  Beträge,  und  daher 
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ist  im  besonderen  das  skalare  Produkt  jedes  Vektors  mit  sich  selbst  gleich 
dem   Quadrate  des  Betrages;  es  ist 

(8)  '^%  =  Ä^. 

Hingegen  ist 

(9)  %<iS==^^,  wenn  %  ±_^  , 

Umgekehrt  kann  aus  dem  Umstände,  daß  das  skalare  Produkt  zweier 
Vektoren  verschwindet,  stets  geschlossen  werden,  daß  die  beiden  Vek- 
toren aufeinander  senkrecht  stehen.  In  ihrer  Anwendung  auf  die  Grund- 
vektoren  ergeben  die  Gl.  8  und  9  die  wichtigen  Beziehungen 

(10)  li  =  jj  =  If=l 
und 

(11)  tj  =  jl=li=0. 

Das  skalare  Produkt  zweier  Grundvektoren  ergibt  immer  eins 
öder  null,  je  nachdem,  ob  die  beiden  Faktoren  gleich  oder  verschieden 
^ind. 

Wollen  wir  das  skalare  Produkt  zweier  Vektoren  durch  die  Kom- 
ponenten der  Vektoren  ausdrücken,  so  gehen  wir  von  der  Gleichung  aus 

(12)  91 »  =  (t  ^,  +  i  ^,  +  ! ^,)  (i  B,  +  j  B,  +  !  B,) . 

Wenn  wir  im  Sinne  des  distributiven  Gesetzes  ausmultiplizieren,  erhalten 
wir  auf  der  rechten  Seite  neun  Glieder,  von  denen  aber  nach  Gl.  11  sechs 
verschwinden.  Wenden  wir  auf  die  übrigbleibenden  drei  die  Gl.  10  an, 
so  erhalten  wir  die  einfache  Beziehung 

(13)  51 33  -  ^.  ß.  +  v4,  ß,  +  ^,  ß, .      . 

Dividieren  wir  diese  Gleichung  durch  das  Produkt  AB,  und  beachten 
wir,  daß  A^.  gleich  ist  A  cos  (^,  x),  so  ergibt  sich  nach  Gl.  5  die  Eelation 

,^,.  [  cos  [%  ^)  =  cos  {%  x)  cos  (33,  x) 

^^^  t        +cos(3I,  7/)cos(^,^)  +  cos(3r,^)cos(^,^). 

Im  Gegensatz  zu  dem  inneren  oder  skalaren  Produkt  definiert  man 
als  das  äußere  oder  Vektorprodukt  zweier  Vektoren  %  und  93  einen 
Vektor,  dessen  Betrag  gleich  ist  dem  Flächeninhalt  eines  von  den 
Vektoren  %  und  ^  gebildeten  Parallelogramms,  der  also  soviel 
Längeneinheiten  mißt,  als  das  Parallelogramm  Flächeneinheiten  ent- 
hält und  der  einen  solchen  Eichtungssinn  hat,  daß  von  seiner  Spitze  aus 
gesehen  die  Drehung  dem  Uhrzeiger  entgegengesetzt  erscheint,  die  auf 
kürzestem  Wege  den  im  Produkte  an  erster  Stelle  stehenden  Vektor  in 
die  Kichtung  des  an  zweiter  Stelle  stehenden  Vektors  überführt,  wofern 
man  beide  Vektoren  von  demselben  Punkte  aus  zieht  (Fig.  4).  Man 
bezeichnet  das  Vektorprodukt  zweier  Vektoren  31  tmd  ^  durch  das  Symbol 

[31^]. 
In  der  Tat  ist  das  Vektorprodukt  eigentHch  nicht  eine  gerichtete  Strecke, 
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sondern  eine  gerichtete  Plangröße;  aber  es  erweist  sich  für  alle 
vektoriellen  Operationen  als  zweckmäßig,  statt  mit  gerichteten  Plan- 
größen mit  den  sie  ,, ergänzenden  Hilfsvektoren*'  zu  rechnen,  die 
eben  in  der  angegebenen  Weise  senkrecht  auf  den  gerichteten  Plangrößen 
errichtet  werden. 

Xus  der  Definition  des  Vektorproduktes  ergibt  sich  für  seinen  Betrag 
der  Wert  ^ßsin(^,  ^).  Weiter  folgt  aus  der  Definition,  daß  sich  der 
Kichtungssinn  des  Vektorproduktes  ändert,  wenn  die  Eeihenfolge  der 
beiden  Vektoren  im  Produkt  geändert  wird;  es  ist 

(15)  [%^]=  -[^%]. 

Wir  wollen  nun  weiterhin  das  Vektorprodukt  aus  einem  Vektor  ^ 
und  einem  zweiten  Vektor  X)  untersuchen,  der  seinerseits  die  Bumme 
zweier  Vektoren  S  +  dt  sei.  Wir  denken  uns  hierzu  ein  Parallelogramm 
konstruiert,   dessen  Seiten  von  den  Vektoren  33  und  (£  gebildet  werden 


Fig.  4.  Fig.  5. 

mögen,  dessen  Diagonale  also  gleich  T)  sei,  und  denken  uns  nun  dieses 
Parallelogramm  auf  eine  zu  dem  Vektor  ^  senkrechte  Ebene  projiziert. 
Die  Projektionen  der  Seiten  und  der  Diagonale  sind  dann  gegeben  durch 
die  Ausdrücke 

j5sin(^,®);       Csm(%(i)',       2)  sin  (^,  T))  . 

Wir  denken  uns  nun  die  Dimensionen  dieses  Parallelogramms  vergrößert 
im  Verhältnis  Ä  :1;  dann  erhalten  wir  (dargestellt  durch  Fig.  5)  ein. 
Parallelogramm  OPQB,  und  es  sind  die  Längen  der  Strecken  OP,  PQ 
und  OQ  numerisch  gleich  den  Beträgen  der  drei  Vektorprodukte  [^^], 
\%  d]  und  [%  D]r*-Nun  denken  wir  uns  schließHch  noch  in  der  Figuren- 
ebene das  Parallelogramm  OPQB  um  90^  so  gedreht,  daß  die  Strecke 
OP  senkrecht  stehe  auf  dem  Vektor  33;  dann  steht  natürlich  auch  die 
Strecke  PQ  senkrecht  auf  dem  Vektor  (£  und  die  Strecke  OQ  senkrecht 
auf  dem  Vektor  T).  Überdies  sind  aber,  w^eil  die  Figurenebene  senkrecht 
auf  dem  Vektor  31  steht,  alle  drei  gerichteten  Strecken  auch  normal  zu 
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dem  Vektor  SU.  Nach  erfolgter  Drehung  stellen  also  die  drei  Strecken 
OP,  PQ  und  OQ  nach  Größe  und  Eichtung  die  drei  Vektorprodukte 
[^33],  [^(£]  und  [%T>]  dar;i  und  da  die  Diagonale  eines  Parallelogramms 
gleich  ist  der  Vektorsumme  der  Seiten  des  Parallelogramms,  so  ergibt 
sich  somit  die  Beziehung 

oder,  da  ja  ^  die  Summe  von  33  und  (^  ist, 

(16)  [^(«+(£)]=[^«]+[^ö:]. 

Für  die  vektorielle  Multiphkation  gilt  also  ebenso  wie  für  die  arithmetische 
das  distributive  Gesetz;  und  daraus  folgt,  daß  die  äußere  Multiplikation 
nach  den  Kegeln  der  arithmetischen  durchgeführt  werden  kann,  nur  mit 
dem  Unterschiede,  daß  bei  einer  Vertauschung  in  der  Eeihenfolge  der 
Faktoren  das  Vorzeichen  umgekehrt  werden  muß. 

Aus  der  Definition  des  Vektorproduktes  folgt,  daß  es  in  zwei  Fällen 
eine  einfache  Gestalt  annimmt;  nämlich  dann,  wenn  die  Vektoren  zu- 
einander senkrecht  oder  wenn  sie  parallel  sind.  Im  ersten  Falle  ist  der 
Betrag  des  Vektorproduktes  gleich  dem  Produkte  der  einzelnen  Beträge; 
für  den  zweiten  Fall  aber  finden  wir 

(17)  [^93] -0,     wenn    ^  ||  ^  . 

Umgekehrt  kann  aus  dem  Umstände,  daß  das  Vektorprodukt  zweier 
Vektoren  verschwindet,  immer  geschlossen  werden,  daß  diese  beiden 
Vektoren  die  gleiche  Eichtung  haben. 

Aus  der  Gl.  17  ergeben  sich  für  die  Grundvektoren  die  wichtigen 
Formeln 

(18)  [ii]=[ii]=[ff]  =  0. 

Bilden  wir  hingegen  die  äußeren  Produkte  zweier  verschiedener  Grund- 
vektoren, so  haben  die  Produkte  immer  den  Betrag  eins  und  die  Eichtung 
des  dritten  Grundvektors.     Es  ergeben  sich  somit  die  Beziehungen 

.lc^  I    Pi]  =  l;      [}i]  =  i;       [ti]  =  i 

Wollen  wir  die  Komponenten  des  Vektorproduktes  durch  die 
Komponenten  der  miteinander  multiplizierten  Vektoren  ausdrückeri,  so 
haben  wir  nach  dem  distributiven  Gesetz  den  Ausdruck  zu  bilden 

(20)  [^  ©]  =  [(t.4,  +  lA,  +  U,)  (tB,  +  jß,  +  !J5,)] . 

Von  den  neun  Ghedern,  die  sich  durch  Ausmultiplizieren  ergeben,  fallen 
drei  Gheder  nach  Gl.  18  weg,  und  wir  finden  somit 


1  Es  ist   überflüssig,  in  diesem   Zusammenhang  auch   vom  Richtungssinn  zu 
sprechen. 
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+  [!t]^,ß,+[!j].4,ß,. 

Hierfür  finden  wir  nach  den  Gl.  19 

\%  S]  =  U,B,  -  \Ä,B,  -  UyB,  +  iA,B,  +  jA^B,  -  \A,B,  . 

Indem  wir  die  Glieder  ordnen  und  so  drei  skalare  Ausdrücke  erhalten, 
die  mit  i,  j,  !  multipliziert  erscheinen,  finden  wir  für  die  Komponenten 
des  Vektorproduktes  die  Werte^ 


[2t  »L 

=  ^. 

,B. 

--4. 

B, 

[«»]. 

=  ^. 

B.  • 

-^. 

B, 

[«»1 

=  ^« 

.B. 

-^, 

Bx 

(21) 


Nachdem  die  innere  und  die  äußere  Multiplikation  definiert  sind, 
ist  es  nur  mehr  eine  keine  weiteren  Festsetzungen  verlangende  Kechen- 
aufgabe,  Ausdrücke  zu  berechnen,  in  denen  drei  oder  mehr  Vektoren 
miteinander  multipliziert  erscheinen.  Zunächst  ist  es  klar,  daß 
ein  Ausdruck  von  der  Form  ^  (^  (£),  da  in  ihm  ein  Vektor  mit  einem 
Skalar  multipliziert  erscheint,  einen  Vektor  darstellt,  der  dieselbe  Eichtung 
hat  wie  ^.  Die  Ausdrücke  ^  («(?:),  $B  (d^),  (£  (m^)  sind  also  im  all- 
gemeinen voneinander  nach  Größe  und  Eichtung  verschiedene  Vektoren. 

Das  innere  Produkt  aus  einem  Vektor  und  dem  äußeren  Produkte 
zweier  anderer,  also  die  Größe  ^[33(£]  muß  natürlich  auch  ein  Skalar 
sein.  Dieser  ist  gleich  dem  Flächeninhalt  des  von  den  Vektoren  ^  und  d 
gebildeten  Parallelogramms,  multipliziert  mit  dem  Betrage  A  und  über- 
dies noch  mit  dem  Kosinus  des  Winkels,  den  die  Eichtung  von  %  mit 
der  auf  dem  Parallelogramm  errichteten  Normalen  einschließt.  Der 
Kosinus  dieses  Winkels  ist  aber  gleich  dem  Sinus  des  Winkels,  den  der 
Vektor  ^  mit  der  Ebene  des  Parallelogramms  bildet.  Infolgedessen  ist 
das  skalare  Produkt  ^[©(£]  gleich  dem  Volumen  des  von  den  Vektoren 
^,  ^,  CL  gebildeten  Parallelepipeds.  Hieraus  folgt  sogleich  die  wichtige 
Beziehung 
(22)  ^[«(i:]  =  0  ,    wenn  %^,  (l  komplanar 

sind,  d.  h.  wenn  die  drei  Vektoren,  von  einem  Punkte  aus  aufgetragen, 
in^  eine  Ebene  zu  liegen  kommen. 

Das  Volumen  des  Parallelepipeds  ergibt  sich  aber  nun  auch,  wenn 
der  Inhalt  des  von  den  Vektoren  (S^  und  ^  gebildeten  Parallelogramms 
multipliziert  wird  mit  dem  Betrage  B  und  überdies  mit  dem  Sinus  des 
Winkels,  den  die  Eichtung  von  ®  mit  der  Parallelogrammebene  ein- 
schließt.   Analoges  gilt  schließlich  auch  für  das  von  den  Vektoren  %  und 


2  Aus  der  ersten  der  drei  Gl.  21  erhält  man  die  zweite  und  aus  dieser  wieder 
die  dritte,  indem  man  die  Indizes  x,  y,  z  zyklisch,  d.  h.  in  der  Reihenfolge  x,  y,  z,  x 
usw.  vertauscht.    Aus  x  wird  y,  aus  y  wird  z  und  aus  z  wiederum  x. 
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^  gebildete  Parallelogramm,  und  somit  ergibt  sich  durch  zyklische  Ver- 
tauschung die  Beziehung^ 

(23)  %[^(i]  =  ^[(£Sa]=(i{^^]. 

Das  zweifache  Vektorprodukt  [^[^(^]]  muß  jedenfalls  wiederum 
ein  Vektor  sein.   Bezeichnen  wir  den  Vektor  [^  (£]  mit  (5,  so  ist  nach  Gl.  21 

[^[336:]].  =  Ä,E,  -  A,E,  =  A,  {B,C,  -  B,C,)  -  A,  {B^C,  -  B,C,)  . 
Zu  dieser  Gleichung  addieren  wir  noch  die  Identität  hinzu 

0      =     A^     B^C^i      —    Ay.BrßCx      5 

dann  finden  wir 

[9I[iB £]].  =  B,  (A,C,  +  A,C,  +  Afi,)  -  C,  [A^B,  +  A,B,  +  Aß)  . 

Analoge  Gleichungen  gelten  für  die  y-  und  die  ^-Komponente  des  zwei- 
fachen Vektorproduktes.  Beachten  wir  die  Gl.  13,  so  erhalten  wir  somit 
die  Formel 

(24)  [^[^e:]]  =  «((s:^) -(£(^23). 

Die  Differentiation  eines  Vektors  nach  einer  skalaren  Ver- 
änderlichen läßt  sich,  indem  man  den  Differentialquotienten  als  Grenz- 
wert eines  Differenzenquotienten  auffaßt,  stets  auf  die  vektorielle  Sub- 
traktion zurückführen.  Aus  der  Gl.  4  ergibt  sich  somit  für  den  zeitlichen 
Differentialquotienten  eines  Vektors  die  Formel 

Dabei  muß  aber  die  wesentliche  Voraussetzung  erfüllt  sein,  daß  sich 
die  Lage  des  Koordinatensystems  selbst  mit  der  Zeit  nicht  ändert. 


3  Daß  in  der  Gl.  23,  in  der  die  drei  Vektoren  %,  35,  ^  zyklisch  vertauscht  werden, 
auch  das  Vorzeichen  überall  richtig  ist,  erkennt  man  leicht  durch  folgende  Über- 
legung. Wir  denken  uns  die  von  den  Vektoren  33  und  (S;  gebildete  Ebene  horizontal, 
etwa  als  Tischebene,  und  in  dieser  die  Lage  der  beiden  Vektoren  33  und  (S^  derart,  daß, 
von  oben  gesehen,  die  Drehung  dem  Uhrzeiger  entgegengesetzt  erscheint,  die  den 
Vektor  33  in  die  Richtung  des  Vektors  (£  überführt.  Wir  unterscheiden  nun  zwei  Fälle, 
je  nachdem  ob  der  Vektor  [33  S]  mit  dem  Vektor  51  einen  spitzen  oder  einen  stumpfen 
Winkel  bildet.  Im  ersten  Falle  ist  das  skalare  Produkt  5i[33(£]  positiv,  im  zweiten 
negativ.  Im  ersten  Fall  muß  der  Vektor  51  von  der  Horizontalebene  irgendwie  nach 
aufwärts  gehen.  Ist  dies  der  Fall,  dann  wird  einem  die  Anschauung  aber  immer  zeigen, 
daß  dann  auch  vom  Vektor  33  aus  gesehen  die  Drehung  dem  Uhrzeiger  entgegengesetzt 
erscheint,  die  auf  kürzestem  Wege  den  Vektor  (£  in  die  Richtung  des  Vektors  %  über- 
führt. Ist  dies  aber  der  Fall,  dann  ist  auch  der  Winkel  zwischen  den  Vektoren  \^  21] 
und  33  spitz,  also  das  skalare  Produkt  33  [S  21]  positiv;  d.  h.  es  haben  die  Produkte 
2([33ß]  und  33  [(£21]  dasselbe  Vorzeichen.  Dasselbe  läßt  sich  auch  leicht  für  den 
zweiten  Fall  zeigen,  daß  der  Vektor  21  mit  dem  Vektor  [33  (£]  einen  stumpfen  Winkel 
einschließt.  (Bei  dem  Studium  veranschauUcht  man  sich  am  besten  die  Verhältnisse 
so,  daß  man  auf  einen  Tisch  von  einem  Punkte  aus  zwei  verschiedenfarbige  Bleistifte 
nach  verschiedenen  Richtungen  legt  und  dann  irgendwie  nach  aufwärts  von  dem- 
selben Punkte  aus  einen  Federstiel  oder  einen  dritten  Bleistift  hält.) 
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Aus  den  Gl.  4  und  25  ergibt  sich  die  Formel 

dj^-h^)  _  d^    ,    cm 
dt 


(26)  at      -dt 
Ebenso  folgt  aus  der  Gl.  13 

(27)  ■      -^(91»)  =m^ 

Aus  den  Gl.  21  ergibt  sich  wiederum  für  die  Differentiation  eines  Vektor- 
produktes die  Regel 


^^ 


(28) 


dt 


[^«]- 


^ 


dp 

dt~ 


+ 


d^ 

dt 


« 


Andererseits  können  wir,  indem  wir  einen  in  die  Richtung  eines 
Vektors  ^  fallenden  Einheitsvektor  mit  a  bezeichnen,  (gemäß  Gl.  6 
des  §  1)  setzen 

(29)  ^  =  a  ^ 

und  somit 
(30) 


d%  _     dA       jda 
IT-^  dt   '^^It 


Nun  ist  aber  nach  Gl.  8 


aa  =  1  , 

und  hieraus  folgt  wieder  (nach  Gl.  27) 

da  r. 

oder  (nach  Gl.  9),  weil  ja  die  Vektoren  a  und  ^  in  ihrer  Richtung  über- 
einstimmen. 


(31) 


w^^- 


Bezeichnen  wir  nun  mit  üi  und  02  die  Werte,  die  der  von  einem  be- 
stimmten Punkte  aus  gezogene  Einheitsvektor  a  zu  ßeginn  und  zu  Ende 

eines  Zeitelementes  d  t  hat,  so  müssen  die  Werte 
\  Qi,  02  und  d  a  zu  einem  Dreieck  zusammenfüg- 
bar sein  (Fig.  6).  Bezeichnen  wir  den  im  Bogen- 
maß gemessenen  Winkel,  um  den  sich  in  dem 
Zeitelement  d  t  die  Richtung  des  Vektors  a  ge- 
dreht hat,  mit  d(p,so  ist  also  der  Betrag  von  d  a 
gleich  d  (p.  Die  Gl.  30  kann  somit  auch  in  der 
p.  Form  ausgesprochen  w^erden,  daß  der  zeitliche 

Differentialquotient  eines  Vektors  stets 
in  zwei  Komponenten  zerlegt  werden  kann:  in  eine  Komponente 
in  der  Richtung  des  Vektors  und  vom  Betrage  dAjdt  und  in  eine 
dazu  senkrechte  Komponente  vom  Betrage  Adcpjdt,  w^enn  d  q)  der 
Winkel  ist,  um  den  sich  in  dem  Zeitelement  dt  der  Vektor  %  dreht. 
Beide  Komponenten  liegen  in  der  als  eben  aufzufassenden  Fläche,  die  in 
dem  Zeitelement  der  Vektor  durchstreicht. 
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§  3.    Die  Dynamik  des  Massenpnnktes. 

BezeieimeD  wir  die  vektoriell  aufgefaßte  Geschwindigkeit  mit  t), 
die  vektoriell  aufgefaßte  Kraft  mit  51,  so  findet  das  zweite  Newton- 
sche  Bewegungsgesetz  seinen  vektoriellen  Ausdruck  in  der 
Gleichung 


(1) 


9. 


m 


dt 


Die  jeweilige  Lage  des  bewegten  Massenpunktes  ist  bestimmbar  durch 

eine  gerichtete  Strecke  r,  die  als  Kadiusvektor  von  einem  irgendwie 

gewählten  Ursprung  zu  dem  bewegten  Massenpunkt 

gezogen  wird  und  als  deren  Komponenten  eben  die 

Koordinaten    des    bewegten    Massenpunktes  x,  y^,  z 

erscheinen. 

Hat  der  Radiusvektor  zu  den  Zeiten  t  und  t  -{-  dt 
die  Werte  ti  und  X2,  so  ist 

(•2)  r,^x,  +  §dt. 

Andererseits    ist,     wenn     das    in    dem    Zeitelement 
zurückgelegte  Wegelement  mit  äs  bezeichnet  wird, 

(3)  r2  =  ri  +  fl5 
(Fig.  7).     Nach  der  Definition  der  Geschwindigkeit  ist  wiederum 

(4)  ds  =10  dt  . 
Ein  Vergleich  der  Gl.  2  und  3  ergibt  somit  die  Beziehung 

/^s  dx 


Fig.  7. 


ö  = 


dt 


Der  Vektor  der  Beschleunigung  b  ist  nach  seiner  Definition  gleich 
dem  zeitlichen  Differentialquotienten  des  Geschwindigkeitsvektors;  es 
ist  also 


(6) 
oder 

(7)  b 

In  analytischer  Darstellung  ergeben  sich  aus  diesen  Gleichungen 
die  Formeln 
/o\  dx  dy 

{^)  «-  =  -dr'     ''»  =  -<jf>      *'^  = 

luid 

(9)  K='^,         ?.„=4¥,         h.= 


dH 

dt^ 


dV^ 


dz 
dt 

d'z 
df 


Bei  Berücksichtigung  dieser  Gleichungen  löst  sich  die  Gl.  1  in  analytischer 
Schreibweise  in  die  Bewegungsgleichungen  auf 
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(10)  X=mj^,  Y  =  m^,  Z=m-^, 

wenn  X,  Y,  Z  die  Kraftkomponenten  bedeuten. 

Da  die  Beschleunigung  der  zeitliche  Differentialquotient  der  Ge- 
schwindigkeit ist,  so  können  wir  die  Beschleunigung  (nach  Gl.  30  des 
§  2)  in  zwei  zueinander  senkrechte  Komponenten  zerlegen,  deren  eine 
in  der  Kichtung  der  Geschwindigkeit  liegt  und  als  die  Tangential- 
beschleunigung bezeichnet  wird,  während  die  dazu  senkrechte  Kompo- 
nente die  Normalbeschleunigung  genannt  wird.  Für  die  Tangential- 
beschleunigung ht  ergibt  sich  nach  dem,  was  am  Schlüsse  des  §  2  gesagt 
wurde,  der  Wert 

(11)  h  =  %; 

hingegen  gilt  für  die  Normalbeschleunigung  die  Formel 

(12)  K^v'-^, 

wenn  d  cp  der  Winkel  ist,  um  den  sich  der  Geschwindigkeitsvektor  in 
dem  Zeitelement  d  t  dreht.  Ist  A  B  das  Wegelement,  das  in  dem  Zeit- 
element  d  t  zurückgelegt  wird,  so  ist  d  cp  gleich  dem  Winkel,  den  die  in 
den  Punkten  A  und  B  an  die  Bahnkurven  gelegten  Tangenten  mit- 
einander bilden.  Für  diesen  Winkel  (den  sogenannten  „Kontingenz- 
winkel")  gilt  aber  wieder  nach  einem  elementaren  Satz  der  Differential- 
geometrie (der  hier  als  bekannt  vorausgesetzt  werden  möge)  die  Be- 
ziehung, daß  das  Kurvenstück  AB  gleich  ist  dem  Produkte  aus  diesem 
(im  Bogenmaß  gemessenen)  Winkel  und  aus  dem  Werte,  den  der 
Krümmungshalbmesser  für  das  betreffende  Kurvenstück  hat .  Nennen 
wir  den  W^ert  des  Krümmungsradius  q,  so  ist  also 

d  s  =  Q  d  cp 

oder,  wenn  wir  noch  durch  d  t  dividieren, 

d  OD 

Es  ist  also 

(13)  ^»  =  T  • 

Trägt  man  von  dem  Punkte  A  aus  die  Eichtungen  auf,  die  der  Geschwindig- 
keitsvektor in  den  Punkten  A  und  B  hat,  so  bestimmen  diese  beiden 
Vektoren  eine  Ebene ,die  die  Schmiegungsebene  des  Kurvenstückes 
AB  genannt  wird.  In  dieser  Schmiegungsebene  liegen  also  die  Vektoren 
D  und  0  +  ^  t)  und  somit  auch  der  Vektor  dv/dt;  dieser  aber  ist  der  Be- 
schleunigungsvektor mit  seinen  beiden  Komponenten. ^  Für  eine  kreis- 
förmige Bewegung  wird  q  einfach  gleich  dem  Kreisradius.   Die  Normal- 


^  Die  zu  der  Schmiegungsebene  normale  Richtung  wird  als  die  Binormale 
bezeichnet.  Die  Komponente  der  Beschleunigung  nach  dieser  Richtung  ist  also 
stets  null. 
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komponente  der  Beschleunigung  wird  dann  einfach  als  die  Zentripetal- 
beschleunigung  bezeichnet. ^ 

Das  Produkt  aus  der  Masse  und  dem  Geschwindigkeitsvektor  wird 
als  Bewegungsgröße  oder  Impuls  bezeichnet.  Wird  der  Impuls  (5 
genannt,  so  ist  also 

(14)  (^  =viio 

und  somit 

(15)  Ä  =  ^- 

Das  Produkt  Rät  (das  also  ebenfalls  eine  Vektorgröße  darstellt)  wird 
auch  der  in  dem  Zeitelement  d  t  erfolgende  Antrieb  genannt.  Die  Gl.  15 
kann  somit  auch  in  der  Form  ausgesprochen  werden,  daß  die  Vermehrung 
der  Bewegungsgröße  gleich  dem  Antrieb  ist. 

Zu  drei  für  die  Mechanik  sehr  wichtigen  Begriffen  gelangt  man, 
wenn  man  den  von  dem  Ursprung  aus  gezogenen  Eadiusvektor  r  vek- 
toriell  multiphziert  mit  der  Kraft  oder  der  Geschwindigkeit  oder  dem 
Impuls.     Man  definiert  das  Vektorprodukt 

(16)  [xSi]=m 

als  das  statische  Moment  der  Kraft.     Das  Vektorprodukt 

(17)  [rD]  =  f 

wird  die  Flächengeschwindigkeit  genannt^  und  das  Vektorprodukt, 

(18)  [r  ®]  =  U 

als  der  Drehimpuls  bezeichnet.  Alle  diese  drei  Größen  sind  dabei  stets 
auf  den  Punkt  bezogen,  von  dem  aus  der  Eadiusvektor  r  gezogen  wird, 
Was  zunächst  das  statische  Moment  betrifft,  so  ist  sein  Betrag 
gleich  dem  Produkte  aus  der  Kraft  und  aus  dem  Lote,  ^das  von  dem 
Ursprung  auf  die  Eichtung  der  Kraft  gefällt  wird.  Wie  aus  der  De- 
finition des  äußeren  Produktes  folgt,  steht  der  Momentenvektor  senkrecht 
auf  der  Ebene,  die  bestimmt  ist  durch  den  Ursprung,  durch  den  Angriffs- 
punkt der  Kraft  und  durch  den  in  dem  Angriffspunkt  errichteten  Kraft- 
vektor; dabei  hat  der  Momentenvektor  einen  solchen  Eichtungssinn,  daß 
von  seiner  Spitze  aus  gesehen  die  Drehung  dem  Uhrzeiger  entgegengesetzt 
erscheint,  die  die  Kraft  bei  einer  starren  Verbindung  zwischen  Angriffs- 
punkt und  Ursprung  hervorbringen  würde  (Fig.  8).  Die  Komponenten 
des  statischen  Momentes  in  bezug  auf  ein  beliebiges  Koordinatensystem 
sind  (nach  Gl.  21  des  §  2)  durch  die  Formeln  bestimmt 


2  Bezeichnet  man  die  Umlaufszeit  mitT,  so  ergibt  sich  für  eine  Kreisbewegung 
als  anderer  Ausdruck  der  GL  13  die  Formel 

4r7T2 

^  Es  ist  Sache  der  Definition,  ob  man  unter  der  Flächengeschwindigkeit  das 
ganze  oder  halbe  Vektorprodukt  aus  x  und  o  versteht. 
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X 

=  yZ~ 

-zY 

y 

=  zX- 

-xZ 

z 

=  xY- 

-yX. 

(19) 


Der  Betrag  der  Flächengeschwindigkeit  ist  gleich  dem  Inhalt 
eines  Parallelogramms,   das  von  den  Vektoren  r  und  ü   gebildet  wird. 
iVIan  erkennt  daher  ohne  weiters,  daß  der  halbe  Betrag  der  Flächen- 
geschwindigkeit   den   auf   die   Zeiteinheit   bezogenen   Inhalt    der   Fläche 

darstellt,  die  in  dem  Zeitelement  d  t 
der  Kadiusvektor  beschreibt  (Fig.  9). 
Der  Vektor  der  Flächengeschwindig- 
keit steht  senkrecht  auf  der  durch - 


Fig.  8. 


Fig.  9. 


strichenen  Fläche  und  hat  einen  solchen  Eichtungssinn,  daß  von  seiner 
Spitze  aus  gesehen  der  Kadiusvektor  sich  entgegengesetzt  dem  Uhrzeiger 
dreht.  Für  die  Komponenten  der  Flächengeschwindigkeit  gelten  (nach 
Gl.  21  des  §  2)  die  Beziehungen 

dy_ 
dt 
dx 


(20) 


,  dx 


dx 
HJ 
dy 

dt 


dt 
dx 


Der  Drehimpuls  ergibt  sich  einfach  durch  Multiplikation  der  Flächen- 
geschwindigkeit mit  der  Masse. 

Multiplizieren  wir  nun  die  das  zweite  Newton  sehe  Bewegungsgesetz 
»ausdrückende  Gl.  1  vektoriell  mit  r,  so  erhalten  wir  sogleich  die  Beziehung 

dn 


(21) 


m  =  m 


dt 


Nun  ist  nach   der  Eegel  für  die  Differentiation  eines  Vektorproduktes 

(Gl.  28  des  §  2) 


(22) 


dn 
dt 


dt 


[rt)]- 


dx^ 

dt 


Da  die  Vektoren  ü  und  dxjdt  aber  nach  Gl.  5  identisch  sind,  verschwindet 
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das  letzte  Vektorprodukt  der  Gl.  22,  und  es  nimmt  daher  die  Gl.  21  die 
einfache  Gestalt  an 

(23)  ä»l  =  ^- 

Das  statische  Moment  ist  der  zeitliche  Differentialquotient  des 
Drehimpulses;  es  steht  zu  dem  Drehimpuls  in  derselben  Beziehung 
wie  nach  Gl.  15  die  Kraft  zu  der  Bewegungsgröße. 

Das  statische  Moment  verschwindet,  wenn  die  Vektoren  r 
und  51  gleich  gerichtet  sind,  also  dann,  wenn  die  Kraft  ständig  zu  dem 
Punkte  gerichtet  ist,  von  dem  aus  der  Kadiusvektor  gezogen  wird.  Ist 
dies  der  Fall,  so  ist  daher  der  Vektor  der  Flächengeschwindigkeit 
nach  Betrag  und  Kichtung  konstant.  Es  ergibt  sich  somit  der 
wichtige,  bereits  von  Newton  aufgestellte  Satz,  daß  die  Bewegung 
eines  Körpers,  auf  den  eine  stets  nach  demselben  Punkt  gerichtete 
Kraft  wirkt,  in  einer  und  derselben  Ebene  beharrt,  und  ihre 
Flächengeschwindigkeit  in  bezug  auf  jenen  Punkt  nicht  ändert. 
Umgekehrt  kann  natürlich,  wenn  die  auf  einen  bestimmten  Punkt  be- 
zogene Flächengeschwindigkeit  nach  Betrag  und  Kichtung  konstant  ist, 
daraus  nach  Gl.  16  und  23  stets  geschlossen  werden,  daß  die  Kraft  nach 
diesem  Punkte  gerichtet  ist. 
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Gehen  w4r  von  einem  gegebenen  Koordinatensystem  zu  einem  zweiten 
über,  so  transformieren  sich  dabei  die  Komponenten  eines  Vektors. 
Um  den  Zusammenhang  zwischen  den  neuen  und  den  alten  Komponenten 
zu  finden,  bezeichnen  wir  mit  t,  j,  l  die  Grundvektoren  des  ersten  Ko- 
ordinatensystems und  mit  1',  j',  !'  die  des  zweiten.     Wir  setzen 

i  cos  (t,  i')  =  Ol ,        cos  (t,  j')  =  ttg  , 
(1)  I   cos  (j,  t')  ==  ß^ ,         cos  (j,  j')  =  ß^  , 

l  cos  (!,  t')  =  7i ,        cos  (!,  i')  =  72  > 
Nach  Gl.  14  des  §  2  ist  nun 
,^.  I   cos  {Sä,  V)  =  cos  {%  i)  cos  (f,  i)  +  cos  {%  j)  cos  (f,  j) 

^  ^  i  +  cos  {%  !)  cos  (i',  !) . 

Diese  Gleichung  w^oUen  wir  mit  dem  Betrage,  A  des  Vektors  multiplizieren 
und  beachten,  daß  A  cos  (^,  i)  gleich  ist  A^,,  hingegen  A  cos  {%  {')  gleich 
ist  AJ  usw.,  wenn  wir  mit  A^  die  x-Komponente  im  alten,  mit  AJ  die 
im  neuen  Koordinatensystem  bezeichnen.  Wir  finden  dann,  indem  wir 
auch  die  beiden  analogen  Gleichungen  hinzufügen, 

(  AJ  =  ayA^-^  ß^Ay-^y^A, 
(3)  Ay'  =a^A,  +  ß^Ay-\-y^A, 

\   A;  =  a^A,^  +  ß^Ay  +  y^A, . 

Haas,  Vektoranalysis.  2 


COS  (i, !')  : 

=  «3. 

cos  (i, !')  : 

=  ßz^ 

cos  (!, !')  : 

=  73- 
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Gehen  wir  andererseits  von  dem  zweiten  (dem  „gestrichenen")  zu 
dem  ersten  (dem  „ungestrichenen")  Koordinatensystem  über,  so  müssen 
wir  von  der  Gleichung  ausgehen 

(4)  cos  (^,i)  ==cos  (%x')  cos  (i,  l')  +C0S  (^,i')  cos  (i,  j')  +  cos(^,!')  cos  (i,!')  . 
Dann  finden  wir 

Agi.  =  CliA^     -f-  ü.2^y    ~r  ^3^2 

(5)  Ä,  =  ß,A,'+ß2Ä,'  +  ß^A: 

Die  neun  Eichtungskosinus  a^,  ßi  -  .  -  y^  sind  untereinander 
nicht  unabhängig.  Sie  sind  vielmehr  durch  sechs  Eelationen  unter- 
einander verknüpft,  die  man  leicht  auf  Grund  der  beiden  Gleichungen 
ermitteln  kann 

(6)  i'  i'  =  1  ,        i'  i'  =  0  . 

In  bezug  auf  das  erste  Koordinatensystem  hat  nun  i'  nach  den  Gl.  1 
die  Komponenten  a^,  ßi,  y^;  die  Komponenten  von  j'  in  bezug  auf  das 
erste  System  sind  ag,  ß2f  7%-     Es  ist  daher 

(7)  i'i'=a^2  +  ^^2  +  ,^^2 
und 

(8)  i'  j'  ==  tti  a2  +  ß^  ß^  +  7i  72  • 

Nach  den  Gl.  6  finden  wir  also,  indem  wir  auch  die  analogen  Gleichungen 
hinzufügen,  die  durch  zyklische  Vertauschung  entstehen, 

(     ai^  +  ySi^  +  71^  =  1 

(9)  a^^  +  ^i^yi  =  \ 

1      «3^  +  ß^  +  73^  =  1 
und 

I     tti  a2  +  ß^  ß2  -\r  7i  72  =  0 

(10)  j     a2«3  +  ^2/^3  +  72r3  =  0 

l    «3  ai  +  /^g  /3i  +  73  7i  =  0  . 
Wir  können  natürlich  auch  von  den  Gleichungen  ausgehen 

(11)  it  =  l,        tj-O 

und  die  skalaren  Produkte  der  Grundvektoren  durch  die  Komponenten 
in  bezug  auf  das  zweite  Koordinatensystem  ersetzen.  Dann  ergeben  sich 
die  den  Gl.  9  und  10  gleichwertigen  Beziehungen 

r      «^2  ^  „^2  _^  «^2  _  1 

(12)  ^1^  +  ^2^  +^3^  =  1 

i    7i' +  72^  +  73^  =- 1 
und 

(     a,ß,  +  a2ß2-\-a^ß3=^0 

(13)  ^i7i+A72  +  /53r3=.0 

y      7l  «1  +  72  «2  +  73  «3  =  0  . 
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§  5.    Der  Gradient  eines  skalaren  Feldes. 

Unter  einem  Felde  versteht  man  ein  Gebiet,  innerhalb  dessen  jedem 
Punkte  ein  bestimmter,  von  Stelle  zu  Stelle  im  allgemeinen  in  stetiget 
Weise  veränderlicher  Wert  einer  Größe  zugeordnet  werden  kann.  Ist 
die  Größe  ein  Skalar,  so  spricht  man  von  einem  skalaren  Feld;  ist  sie 
ein  Vektor,  so  spricht  man  von  einem  Vektorfeld. 

Fassen  wir  in  einem  skalaren  Feld  einen  beliebigen  Punkt  ins  Auge, 
so  können  wir  eine  durch  den  Punkt  gehende  Fläche  konstruieren,  die  den 
geometrischen  Ort  solcher  Punkte  darstellt,  in  denen  der  Skalar 
denselben  Wert  hat  wie  im  Pimkte  P.  Diese  Fläche  wird  als  die  durch 
den  Punkt  P  gehende  Niveaufläche  bezeichnet.  Durch  den  Punkt  P 
können  wir  dann  eine  Gerade  legen,  die  auf  der  Niveaufläche  senkrecht 
steht  und  in  dieser  Geraden  einen  Vektor  konstruieren,  dessen  Betrag 
gleich  ist  der  auf  die  Längeneinheit  bezogenen  Zunahme  des 
Skalars  in  dieser  Kichtung.  Dem  Vektor  geben  wir  dabei  den  Sinn  der 
Eichtung,  in  der  der  Wert  des  Skalars  zunimmt.  Durch  diese  Festsetzung 
läßt  sich  jedem  Punkte  des  skalaren  Feldes  ein  Vektor  zuordnen,  der 
als  der  Gradient  des  skalaren  Feldes  an  der  betreffenden  Stelle 
bezeichnet  wird;  für  ihn  wird  das  Symbol  grad  S  gebraucht. 

Wir  denken  uns  nun  im  Punkte  P  ein  Koordinatensystem  (|,  r/,  C) 
derart  gelegt,  daß  die  |-  und  die  T^-Achse  in  die  Tangentialebene  zu  liegen 
kommen,  die  im  Punkte  P  an  die  Niveaufläche  gelegt  wird,  und  daß 
die  positive  ; -Achse  die  Kichtung  hat,  in  der  der  Wert  des  Skalars  zu- 
nimmt. Dann  gelten  für  die  drei  Komponenten  des 
Gradienten  die  Beziehungen 

(1)  grad^,  S  =  0  ,     grad^  S  =  0  ,     grad^  S  = -jT  ' 

Wir  konstruieren  nun  neben  der  durch  den 
Punkt  P  gehenden  Niveaufläche,  die  dem  skalaren 
Werte  S  entspricht,  noch  eine  benachbarte  Niveau- 
fläche, die  dem  skalaren  Werte  S  -^  dS  entspreche 
(Fig.  10).  Zwischen  den  beiden  Niveauflächen  liege 
ein  Stück  der  ;-Achse  von  der  Länge  d  C-  Wir  w^ollen 
jetzt  von  dem  Punkte  P  aus  eine  beliebige  Gerade  ^        ^^CJ 

ziehen,  die  wir  die  ic-Achse  nennen  wollen.  Be- 
zeichnen wir  das  Stück  dieser  Achse,  das  zwischen 
den  beiden  Niveauflächen  liegt,  mit  d  x,  so  ist,  weil  die  ^-Eichtung  auf 
den  beiden  benachbarten  Niveauflächen  senkrecht  steht  (und  somit  ein 
rechtwnikliges  Dreieck  entsteht), 

(2)  dx  =  -~^-^' 

^   '  cos  (t,  X) 

Daher  ist  die  auf  die  Längeneinheit  bezogene  Zunahme  des  Skalars  in 
der  £C-Eichtung 

(8)  |J=ifeos(^,.).        . 

2* 
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Wir  denken  uns  nunmehr  ein  ganz  beliebiges  Koordinatensystem 
{x,  y,  z).  Transformieren  wir  die  Komponenten  des  Gradienten  von  dem 
|-7^-^-System  auf  das  o;-^-^- System,  so  gelten  nach  den  Gl.  3  des  §  4 
(wegen  des  Verschwindens  der  |-  und  der  77-Komponente  des  Gradienten) 
die  Beziehungen 

I     grada,  >S'  =  grad^  S  cos  (C,  x) 
(4)  I     grad^  S  =  grad^  S  cos  (^,  y) 

\     grad^  S  =  grad^  S  cos  (^,  z)  . 

Nach  der  Gl.  3  und  den  beiden  analogen  für  dSjdy  und  für  dSjdz 
ergeben  sich  somit  (bei  Berücksichtigung  der  Gl.  1)  die  einfachen  Be- 
ziehungen ^  ^ 

grad^  >S'  =  -^ 

grad^  iS* 


(5) 


dy 


Die  Komponenten  des  Gradienten  eines  Skalars  sind  seine  par- 
tiellen Ableitungen  nach  den  Koordinaten. 

Betrachten  wir  nun  ganz  allgemein  das  Feld  eines  behebigen  Vektors  % 
und  denken  wir  uns  in  dem  Felde  irgend  eine  Kurve  konstruiert,  die  von 
einem  Punkte  P^  zu  einem  zweiten  Punkte  P2  führe,  so  bezeichnen  wir 
das  über  die  Kurve  erstreckte  Integral  des  inneren  Produktes  aus  dem 
örtlich  veränderlichen  Vektor  und  dem  Kurvenelement  als  das  Linien - 
integral  des  Vektors  längs  der  Kurve.  Es  ist  also  dargestellt  durch 
den  Ausdruck 

P2  Pi 

(6)  j'^äs  =J{A^Jx  +  Aydy  ^  A,dz)  . 

Pi  Px 

Ist  nun  im  besonderen  der  beliebig  gelassene  Vektor  ^  der   Gradient 
eines  Skalars,  so  wird  nach  den  Gl.  5 
p  p 

(7)  fg,,iS.ds=f\^dx  +  l^dy  +  llcU). 

Pi  Pi 

Ist  aber,  wie  war  annehmen,  der  Wert  des  Skalars  in  einem  Punkte  voll- 
kommen bestimmt  durch  die  Lage  des  Punktes,  also  durch  dessen  Ko- 
ordinaten, so  wird  einfach 

(8)  -^-dx  -i-^—dy  4--^—  dz  =  dS  . 
^  ^  ox  '    dy     ^        dz 

Bezeichnen  wir  also  die  Werte,  die  der  Skalar  S  in  den  Punkten  P^  und 
Pg  hat,  mit  S-^  und  S^,  so  wird 

(9)  Jgrs^dS  .ds  =  S^-S^. 
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Der  Wert  des  Linienintegrals  des  Gradienten  hängt  also  einzig 
und  allein  ab  von  dem  Niveauunterschied  der  beiden  Punkte, 
zwischen  denen  die  Kurve  gezogen  ist,  über  die  das  Integral  erstreckt 
wird;  von  der  Gestalt  und  von  der  Länge  dieser  Kurve  ist  hingegen 
das  Linienintegral  des  Gradienten  völlig  unabhängig. 

Sind  im  besonderen  die  beiden  Punkte  P^  und  Pg  einander  sehr  nahe 
und  bezeichnen  wir  mit  ai2  die  gerichtete  Strecke,  die  von  dem  ersten 
zu  dem  zweiten  Punkte  gezogen  wird,  so  folgt  aus  der  Gl.  9  die  für  spätere 
Betrachtungen  wichtige  Formel 

(10)  ^2  =  S'i  +  ai2  .  grad  S  . 

Ein  für  die  theoretische  Physik  besonders  wichtiger  Spezialfall  eines 
skalaren  Feldes  liegt  dann  vor,  wenn  der  das  Feld  bildende  Skalar 
nur  eine  Funktion  der  Entfernung  von  einem  festen  Punkte 
ist,  so  daß  also  die  Niveauflächen  kugelförmig  sind.     Ist 

(11)  S  =  f{r), 

SO  wird  in  bezug  auf  ein  beliebiges  Koordinatensystem,  dessen  Ursprung 
mit  dem  festen  Punkte  zusammenfalle, 

(J2)  grad,  S  =  /'  (r)  -|^  , 

wenn  f  {r)  die  Ableitung  von  /  (r)  ist.     Nun  ist  aber 

(13)  r^2  —   ^2  _L  1/2  J_  ^2 

und  somit 

(14) 

Es  wird  also 

(15) 

und  somit  ganz  allgemein 

(16)  grad/(r)  =  /'(r)f , 

wobei   x/r    den   Einheitsvektor    darstellt,    der    die    Verbindungsrichtung 
von  dem  festen  Punkt  zu  dem  betrachteten  Punkt  des  Feldes  bestimmt. 
Ist  im  besonderen  /  (r)  gleich  r,  so  finden  wir,  weil  dann  /'  (r)  gleich 
eins  wird, 

(17)  gradr  =  ^- 

Der  Gradient  der  Entfernung  von  einem  festen  Punkte  ist  also  der 
Einheitsvektor,  der  die  Verbindungsrichtung  von  dem  festen  Punkte 
zu  dem  betrachteten  Punkte  des  Feldes  bestimmt. 

Ist  im  besonderen  /  (r)  gleich  1/r,  so  ist  /' (r)  gleich  —  l/r^,  und 
somit  wird 


r2  =  ^2 

+ 

?/M- 

Z' 

dr 

dx 

= 

X 

r 

grad^  S 

= 

f'ir) 

X 

r 

(18)  grad(|)=--^^ 
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Der  Gradient  der  reziproken  Entfernung  von  einem  festen  Punkt 
ist  reziprok  dem  Quadrate  der  Entfernung  und  hat  die  Eichtung, 
die  von  dem  betrachteten  Punkte  des  Feldes  zu  dem  festen  Punkte  führt. 


§  6.    Potential  und  Energie. 

Ist  ein  Vektor  darstellbar  als  Gradient  eines  Skalars,  so  nennt  man 
diesen  mit  entgegengesetztem  Vorzeichen  genommenen  Skalar 
das  Potential  des  Vektors.  Wird  das  Potential  mit  ^  bezeichnet, 
so  gilt  also  für  das  Linienintegral  über  eine  beliebige  Kurve  die  einfache 
Beziehung 

(1)  J%ds  =  W,-W,, 

wenn  W^  und  W2  die  Werte  des  Potentials  im  Anfangs-  und  im  Endpunkte 
der  Kurve  sind;  andererseits  sind  die  Komponenten  des  Vektors  mit 
dem  Potential  durch  die  Gleichungen  verknüpft 

m  4  --l^       Ä  --^        Ä  -    ^. 


Aus  der  Definition  des  Potentials  ergibt  sich,  daß  infolge  des  Auftretens 
willkürlicher  Integrationskonstanten  nie  Potentiale  an  sich,  sondern 
immer  nur  Potentialunterschiede  gemessen  werden  können. 

Das  Linienintegral  der  mechanischen  Kraft  längs  einer  Kurve 
wird  nun  als  die  Arbeit  bezeichnet,  die  die  Kraft  auf  diesem  Wege 
verrichtet.  (Dabei  wird,  je  nachdem  ob  die  Arbeit  positiv  oder  negativ 
ist,  von  geleisteter  oder  von  verbrauchter  Arbeit  gesprochen.)  Hat 
die  Kraft  ein  Potential,  das  dann  als  mechanisches  Potential  be- 
zeichnet wird  und  für  das  der  Buchstabe  V  gebraucht  werde,  so  ist 

(3)  fRcU  =  f\  -  F2 , 

und  andererseits  hängen  die  Kraftkomponenten  mit  dem  mechanischen 
Potential  durch  die  Beziehungen  zusammen 

(4)  X=-^>       Y  =  -^,      2=-4I. 

^  '  üx  '  dy   '  ax 

Hat  die  Kraft  ein  Potential,  so  ist  die  Arbeit  ganz  unabhängig  von  der 
Form  und  Länge  des  Weges,  vielmehr  völHg  bestimmt  durch  den  Potential- 
unterschied zwischen  Anfang  und  Ende  der  Bahn. 

Aus  der  Gl.  16  des  §  5  folgt,  daß  eine  Kraft  immer  dann  ein 
Potential  besitzt,  wenn  sie  nach  einem  festen  Punkte  gerichtet 
ist  und  ihr  Betrag  nur  von  der  Entfernung  von  diesem  Punkte  ab- 
hängt. 

Multiplizieren  wir  die  das  zweite  Newton  sehe  Bewegungsgesetz 
ausdrückende  Vektorgleichung  (Gl.  1   des  §  3)  skalar  mit  der  Identität 

ds  =1)  dt , 
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so  finden  wir 

(5) 

Nun  ist  aber 


(5)  51  ^  5  =  m  \y  -^dt  . 


dy3         \     d    ,      .         d    lv''\ 


Man  bezeichnet  das  halbe  Produkt  aus  Masse  und  Geschwindigkeits- 
quadrat  als  die  lebendige  Kraft  des  bewegten  Massenpunktes.  Nennen 
wir  sie  L,  so  wird  also 

(6)  S<ds  =  -^dt 
oder  auch 

(7)  Ä0  =  4f. 

Besteht  aber  ein  Potential,  so  wdrd  (nach  Gl.  4)  die  linke  Seite  der 
Gl.  6  gleich   —  ä  F,  und  somit  wird 

dV  _  dL 
dt    ~    dt 
oder  integriert 

(8)  L-^V  =  const. 

Falls  ein  Potential  vorhanden  ist,  muß  also  während  der  Bewegung  die 
Summe  aus  der  lebendigen  Kraft  und  dem  Potential,  das  dem  jeweiligen 
Aufenthaltsorte  des  bewegten  Massenpunktes  zukommt,  ungeändert 
bleiben.  Es  muß  die  Summe  aus  der  lebendigen  Kraft  und  dem 
mechanischen  Potential  eine  von  Ort  und  Zeit  unabhängige 
Konstante  darstellen,  die  als  die  mechanische  Energie  des  bewegten 
Massenpunktes  bezeichnet  wird. 

§  7.    Das  rotierende  Koordinatensystem. 

Ändert  ein  Koordinatensystem,  dessen  Grundvektoren  i,  j,  !  seien, 
seine  Lage  gegenüber  einem  zweiten,  von  uns  gewissermaßen  als  Normal- 
system angenommenen  Achsenkreuz,  so  erscheinen,  auf  dieses  Normal- 
system bezogen,  die  Grundvektoren  t,  j,  !  selbst  als  Funktionen 
der  Zeit.  Aus  der  Tatsache,  daß  das  skalare  Produkt  eines  Grundvektors 
mit  sich  sell)st  eins  ergibt  (Gl.  10  des  §  2),  folgt  sogleich 

(1)  »dF="'       l¥'-=0.       ^.d7=0- 

Die  drei  Vektoren,  die  die  zeitHchen  Differentialquotienten  der  Grund- 
vektoren darstellen,  stehen  also  senkrecht  auf  den  entsprechenden 
Grundvektoren.  1 

Es  läßt  sich  aber  nun  auch  leicht  zeigen,  daß  diese  drei  Vektoren, 
die  dei  zeitlichen  Differential quotienten  der  Grundvektoren  darstellen, 
komplanar  sind.     Wir  gehen  dazu  von  der  Gleichung  aus 


^  Nach  Gl.  9  des  §  2. 
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Hieraus  folgt  durch  Differentiation 
dt 


(2) 

(Gl.  19  des  §  2). 

(3) 

Multiplizieren  wir  nun  vektoriell  mit  d\ldt,  so  finden  wir 


d\_, 
dt  I 


dl 

^  dt 


(4) 


IL 

dt 


dt 

dt 


d\ 


dt 


dt  ^ 


dt 


dl 
dt 


Diesen  Ausdruck  können  wir  aber  nun  mittels  der  Eechenregel  umformen 
(Gl.  24  des  §  2) 

(5)  [m[S(i:]]  =  ^((i:^)  -6:(^S). 

Wir  finden  dann 


(6) 


dl 
dt 


dl 

dt 


_dl(    dl\  _./rfi  li\    ,    .Mi    dl]  _  d_lldl: 
dtydt)        ^\dt     dt)'^^\di    dt)        dt  [dt 


In  dieser  Gleichung  fällt  das  erste  Glied  der  rechten  Seite  nach  Gl.  1 
weg.  Multiplizieren  wir  nun  noch  skalar  mit  di/dt  und  beachten  wir, 
daß  nach  Gl.  1  dann  auch  das  dritte  Glied  wegfällt,  so  finden  wir 


(7) 


dl 
dt 


dl 

dt 


dl 

dt 


[dt  ^)  [dt    dt)        [dt    dt  I  [dt  ^ 
^_(dldl\   (dl  dl] 

[dt     dt)   [dt  ^~^^  dt)' 


Nun  folgt  aus  der  Tatsache,  daß  das  skalare  Produkt  i  j  (nach   Gl.  11 
des  §  2)  verschwindet,  durch  Differentiation  die  Beziehung 


(8) 


d\  .    .    ,    d\         ., 


Der  letzte  Klammerausdruck  der  Gl.  7  muß  also  Null  sein ;  es  verschwindet 
somit  auch  die  linke  Seite  der  Gl.  7,  woraus  (nach  Gl.  22  des  §  2)  folgt,  daß 


d\        d\        dl     ^  , 

-dt'    W    It     komplanar 


(9) 
sind. 

Bezeichnen  wir  nun  einen  Einheitsvektor,  der  auf  der  gemeinsamen 
Ebene  der  drei  Vektoren  di/dt,  d\ldt,  dt/dt  senkrecht  steht,  mit  tDo, 
so  steht  dxjdt  sowohl  senkrecht  auf  tOo  als  aucli  nach  Gl.  1  auf  i.  Wir 
können  also  dxjdt  gleich  setzen  dem  vektoriellen  Produkt  aus  Wq  und  t, 
noch  multipHziert  mit  einem  Skalar,  der  a  genannt  werde;  da  a  sowohl 
positiv  als  auch  negativ  sein  kann,  kann  die  Frage  des  Eichtungssinnes 
von  vOq  zunächst  noch  offen  bleiben.  Indem  wir  analoge  Ausdrücke  wie 
für  dxjdt  auch  für  d\jd  t  und  dljd  t  bilden,  erhalten  wir  die  Gleichungen 

Setzen  wir  nun  die  Werte  aus  den  Gl.  10  in  die  Gl.  8  ein,  so  finden  wir 


ia[ti)ot]  +ifo[o:)oj]  =  0 
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Hierfür  können  wir  aber  (nach  Gl.  23  des  §  2)  auch  schreiben 

«t»o[ti]  +  &tt)o[it]  =0 
oder 

(11)  {wot){a-b)=0. 

/-  Daß  ganz  allgemein  das  innere  Produkt  tüo!  verschwindet,  ist  nun  nicht 
möglich.  Denn  da  die  ^- Achse  in  keiner  Weise  vor  der  x-  oder  i/- Achse 
bevorzugt  erscheint,  so  könnte  das  innere  Produkt  rOo !  nur  dann  ganz 
allgemein  verschwinden,  wenn  ganz  allgemein  auch  töo  t  und  tDo  j  gl^ch 
null  wären.  Das  ist  aber  unmöglich;  denn  sollten  alle  drei  inneren 
Produkte  tt)ot,  tOo  j  nnd  XDoi  verschwinden,  so  müßte  ja  der  Einheits- 
vektor tDo  gleichzeitig  auf  allen  drei  Koordinatenachsen  senkrecht  stehen, 
was  natürlich  ausgeschlossen  ist.  Die  Gl.  11  kann  also  nur  dann  all- 
gemein erfüllt  sein,  wenn  a  gleich  h  ist.  In  analoger  Weise  findet  man 
durch  zyklische  Vertauschung,  daß  auch  h  gleich  c  und  c  gleich  a  sein  muß. 
Es  müssen  also  die  drei  Vektoren  dildt,  d\ldt,  df/dt  darstellbar  sein 
als  Vektorprodukte  aus  einem  und  demselben  Vektor,  der  to  ge- 
nannt werde,  und  aus  den  entsprechenden  Grund vektoren.  Es  kann 
somit  gesetzt  werden 

(12)  47=[«*]'         ■S=["'"'         ^  =  f°'fl- 
Ist  nun  ^  ein  beliebiger  Vektor,  so  ist  ja 

(13)  ^  =  i^,  +  i^  +  !^, 

und  hieraus  folgt  durch  Differentiation  nach  der  Zeit,  wenn  wir  nicht 
mehr  wie   früher   (§  2)   die    Grundvektoren  als  unveränderHch   ansehen, 

^^^^        dt  -^  dt  '^^  dt  ^^  dt  ^^^  dt^-^y'di'^^'Tt 

Wir  wollen  nun  den  auf  das  Koordinatensystem  i,  j,  !  bezogenen  zeit- 

Uchen  Differentialquotienten  von  ^  durch  das  Symbol  d*^ldt  bezeichnen. 

Wir  setzen  also 

/i  n\  ■  d*%  _,  dA^         .  dAy        ^  dA, 

Andererseits  ist  nach  Gl.  12  , 

(16)  A,^  +  A,^  +  Ä,  -^=[11)  .i^J  +[ro  .  j^J  +[n) .  WJ  . 

Da  für  die  äußere  MultipHkation  das  distributive  Gesetz  gilt,  ist  aber 
die  rechte  Seite  dieser  Gleichung  nach  Gl.  13  nichts  anderes  als  das 
Vektorprodukt  \vd%\.  Verknüpfen  wir  also  die  Gl.  14  mit  den  Gl.  15 
und  16,  so  ergibt  sich  die  wichtige  Formel 

(17)  4^-^+[u'W]. 

In  dieser  Gleichung  ist  allerdings  zunächst  noch  die  Bedeutung  des 
Vektors  ro  unbekannt.   Um  sie  zu  ermitteln,  betrachten  wir  eine  gerichtete 
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Strecke  a,  die  von  dem  Ursprung  des  Koordinatensystems  zu  einem 
mit  ihm  fest  verbundenen  Punkte  führe,  der  also  seine  Koordinaten 
X,  y,  z  nicht  ändere. ^  Es  verschwindet  dann  natürHch  tZ*  ajd  t,  und  es 
wird  somit 

(18)  4f  =  ["'"]- 

Wir  betrachten  nun  zunächst  als  Spezialfall  den  Fall,  daß  der 
Vektor  to  nach  Betrag  und  Eichtung  konstant  sei.  Durch  ihn  ist 
dann  eiüe  von  dem  Koordinatenursprung  ausgehende  Eichtung  bestimmt, 
die  in  Fig.  11  mit  OTT^  bezeichnet  werde.  Der  Endpunkt  der  mit  a  be- 
zeichneten Strecke  OF  muß  sich  dann  nach  Gl.  18  so  bewegen,  daß  das 
beschriebene  Wegelement  stets  senkrecht  ist  sowohl  zu  der  Eichtung 
OW  als  auch  zu  der  jeweiligen  Eichtung  OP.  Befindet  sich  also  in  dem 
betrachteten  Augenblick  der  Punkt  P  in  der  Ebene  der  Fig.  11,  so  muß 
das  Wegelement,  das  der  Punkt  P  unmittelbar  darauf  beschreibt,  auf 
der  Figurenebene  senkrecht  und  zwar  nach  rück- 
wärts gerichtet  sein,  weil  nur  dann  (gemäß  Gl.  18) 
von  der  Wegrichtung  aus  gesehen  die  Drehung 
dem  Uhrzeiger  entgegengesetzt  erscheint,  die  die 
Eichtung  von  ro  in  die  Eichtung  von  a  überführt. 
Verfolgen  wir  die  Bewegung  weiter,  so  muß  sie 
stets  senkrecht  zu  der  Eichtung  OW  und  stets 
senkrecht  zu  der  veränderlichen  Eichtung  OP  vor 
sich  gehen;  immer  aber  in  der  gleichen  festen 
Entfernung  von  dem  Koordinatenursprung.  Alle 
diese  Bedingungen  können  nur  dann  gleichzeitig 
erfüllt  sein,  wenn  der  Endpunkt  P  in  einer  auf 
Fig.  11.  der   Eichtung   OW   senkrechten   Ebene   einen 

Kreis  beschreibt.  Der  Eadius  dieses  Kreises  ist 
gleich  dem  Lote  f,  das  von  dem  Punkte  P  auf  die  Eichtung  0 Tf  gefällt 
wird,  und  die  Geschwindigkeit  des  Punktes  P  ist  gleich  p  .d  cp/dt,  wenn 
sich  in  dem  Zeitelement  d  t  das  Lot  um  den  Winkel  ü  cp  dreht.  In  Gl.  18 
ist  also  der  Betrag  der  linken  Seite  gleich  p  .d  (p/dt;  die  rechte  Seite  ist 
aber  ihrem  Betrage  nach  gleich  ivp,  weil  ja  y  gleich  ist  a  .  sin  (w,  a).  Es 
ergibt  sich  somit  die  einfache  Beziehung 

(19)  .  =  ^. 

Da  infolge  der  Kreisbewegung  p  konstant  ist  und  ebenso  a,  so  muß,  falls 
der  Vektor  xo  konstant  ist,  andererseits  auch  seine  Eichtung  einen  un- 
veränderlichen Winkel  mit  der  Eichtung  OP  einschließen.     Es  ist 

(20)  sin  (tu,  a)  =  const.,     wenn  tD  =  const. 

Der  Betrag  des  Vektors  tD  ist  also  gleich  der  im  Bogenmaß  gemessenen 
Geschwindigkeit,  mit  der  sich  ein  Lot  dreht,  das  von  einem  mit  dem 

^  Der  Vektor  a  kat  jetzt  natürlich  eine  ganz  andere  Bedeutung  als  in  §  2. 
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Koordinatensystem  fest  verbundenen  Punkte  auf  die  Eichtung  von  vo 
gefällt  wird.  Eichtung  und  Eichtungssinn  des  Vektors  tö  sind  hingegen 
wiederum  dadurch  bestimmt,  daß  ein  mit  dem  Koordinatensystem  fest 
verbundener  Punkt  in  einer  Ebene  senkrecht  zu  der  Eichtung  des 
Vektors  vo  derart  kreist,  daß,  von  der  Spitze  des  Vektors  to  aus  gesehen, 
die  Umkreisung  entgegengesetzt  dem  Uhrzeiger  erscheint  (denn  in  Fig.  11 
erfolgt  ja  die  Bewegung  nach  rückwärts). 

Der  Vektor  tn  wird  als  die  Winkelgeschwindigkeit  bezeichnet; 
eine  Bewegung  des  Koordinatensystems  aber,  bei  der  bei  festgehaltenem 
Ursprung  die  zueinander  stets  senkrechten  Achsen  ihre  Lage  ändern, 
wird  eine  Drehung  oder  Eotation  des  Koordinatensystems  ge- 
nannt. Ist  der  Vektor  der  Winkelgeschwindigkeit  nicht  konstant,  so 
kann  nur  von  seinem  momentanen  Betrag  und  seiner  momentanen 
Eichtung  gesprochen  werden.  Betrag  und  Eichtung  bestimmen  sich 
aber  auch  dann  auf  die  vorhin  angegebene  Weise,  da  man  eine  kurze 
Bewegung  eines  mit  einem  rotierenden  Koordinatensystem  fest  ver- 
bundenen Punktes  immer  durch  eine  kreisförmige  Bewegung  sich  ersetzt 
denken  kann. 

§  8.   Die  Relativbewegung. 

Indem  wir  die  Bewegung  eines  Massenpunktes  ins  Auge  fassen  und 
unseren  Betrachtungen  ein  bestimmtes  Normalsystem  zugrunde  legen, 
wollen  wir  die  Bewegung  in  bezug 
auf  dieses  System  als  Bewegung 
schlechthin  bezeichnen.  Von  ihr 
wollen  wir  als  Eelativbewegung 
die  Bewegung  in  bezug  auf  ein  zwei- 
tes Koordinatensystem  unter- 
scheiden, dessen  Grundvektoren 
i,  j,  !  in  bezug  auf  das  erste  System 
selbst  zeitlich  veränderlich  seien. 

Der  Ursprung  des  ersten  Systems 
sei  0',  der  des  zweiten  sei  0.  Der 
bewegte  Massenpunkt  befinde  sich  Fig.  12. 

in  einem  bestimmten  Augenblick  in 

einem  Punkte  P,  der  in  bezug  auf  das  zweite  Koordinatensystem  die 
Koordinaten  x,  y,  z  habe.  Wir  bezeichnen  (Fig.  12)  die  gerichtete  Strecke 
0'  0  mit  a,  die  gerichtete  Strecke  0'  P  mit  r'  und  die  gerichtete  Strecke 
OP  mit  r.     Es  ist  also 

(1)  r'-a+r. 

Wir  definieren  nun  (indem  wir  die  Bezeichnungen  des  vorhergehen- 
den Abschnittes  einführen)  als  Eelativgesch windigkeit  des  bewegten 
Massenpunktes  die  Größe 
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(2) 


Vr  = 


dt 


dx 


+  i^  +  i 


dt 


dx 
~df 


Weiterhin  definieren  wir  als  Eelativbeschleunigung  die  Größe 


(3)                                                  b,  = 

U     Vr 

dt 

Endlich  definieren  wir  die  Größe 

(4)                                                  t),  = 

da 

dt 

als   die   Translationsgeschwindigkeit   des   zweiten    Systems   gegen- 
über dem  ersten  und  dementsprechend  die  Größe 

dv)t 
dt 


(5) 


b. 


als  die  Translationsbeschleunigung.  Unter  Translation  verstehen 
wir  dabei  die  Bewegung,  die  gegenüber  dem  ersten  System  der  Ursprung 
des  zweiten  ausführt,  so  daß  also  nach  dem  in  §  7  Gesagten  die  Bewegung 
«ines  Koordinatensystems  stets  aufgefaßt  werden  kann  als  Superposition 
aus  einer  Translation  und  einer  Kotation. 

Aus  der  Gl.  1  folgt  durch  zeitliche  Differentiation 


(6) 


dl' 

dt 


~    dt    "^ 


dt 
dt 


Die  linke  Seite  dieser  Gleichung  stellt  die  Geschwindigkeit  des  bewegten 
Massenpunktes  in  bezug  auf  das  erste  Koordinatensystem ,  also  die 
Größe  ü  schlechthin  dar.  Was  die  rechte  Seite  der  Gl.  6  betrifft,  so  ist 
das  erste  Glied  gleich  der  Translationsgeschwindigkeit,  für  das  zweite 
GHed  der  rechten   Seite  aber  gilt   (nach   Gl.  17  des   §  7)   die  Beziehung 

/r7\  dt  d*x     .    r-        -. 

Bei  Berücksichtigung  der  Gl.  2  nimmt  also  die  Gl.  6  die  Form  an 

(8)  ü  =D.  +  t), +[u)r] . 

Differentiieren  wir  nun  nochmals  nach  der  Zeit,  so  finden  wir  die 
Beschleunigung  b  in  bezug  auf  das  erste  System.     Es  ist 


(9) 


b  =  b,  + 


dVr 

TT 


dvo 
dt 


VO 


dt^ 
dt 


Nun  ist  aber  nach  Gl.  17  des  §  7 

/1QN  dvr  _  d*r3r 

^  ^  dt    ~    dt 

Ferner  finden  wir  unter  Benutzung  der  Gl.  2  und  7 

dt 


+  [tO  t)  J  =  b^  +  [  tö  Vr]  . 


(11) 


rt) 


dt 


Die  Gl.  9  nimmt  somit  die  Form  an 

(12)  h^h.  +  K  +  n^Vr]- 


[wvr]  -f  [to[tor]]  . 

+  [tr)[tr)r]]  . 


dm 

'dT 
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Machen  wir  vorübergehend  die  Annahme,  daß  der  Massenpunkt 
mit  dem  Koordinatensystem  t,  j,  !  fest  verbunden  wäre,  so  stellen  die 
AVerte,  die  dann  seine  Geschwindigkeit  und  seine  Beschleunigung  an- 
nehmen, die  sogenannte  Führungsgeschwindigkeit  und  die  so- 
genannte Führungsbeschleunigung  dar.  Wir  wollen  diese  beiden 
(Irößen  mit  t)/  und  b/  bezeichnen.  Ihre  Werte  ergeben  sich  aus  den  Gl.  8 
und  12,  indem  wir  die  Kelativgeschwindigkeit  und  die  Kelativbeschleu- 
nigung  gleich  null  setzen.     Es  ist  demnach 

(13)  t)/  =  D^+[tDr] 
und 

(14)  b,  =  b,+  [^r]+[tD[tr)r]]. 
Somit  finden  wir  weiterhin 

(15)  X)=Vf  +  Vr 

und 

(16)  b=b/  +  b, +  2[tDoJ. 

Während  also  die  Geschwindigkeit  gleich  ist  der  vektoriellen  Summe 
aus  der  Relativ-  und  der  Führungsgeschwindigkeit,  trifft  eine  analoge 
Beziehung  für  die  Beschleunigung  nicht  zu.  Um  die  Beschleunigung 
zu  erhalten,  muß  man  vielmehr  zu  der  vektoriellen  Summe  aus  Führungs- 
beschleunigung und  Relativbeschleunigung  noch  das  doppelte  Vektor- 
produkt aus  W^inkelgeschwindigkeit  und  Relativgeschwindigkeit  hinzu- 
fügen. Man  nennt  dieses  doppelte  Vektorprodukt  die  Coriolis- 
Beschleunigung,  nach  dem  Physiker  Coriolis,  von  dem  die  wichtigsten 
Sätze  über  die  Relativbewegung  stammen  (1829). 

Denken  wir  uns  die  Gl.  16  noch  mit  der  Masse  des  bewegten  Massen- 
punktes multipliziert,  so  erhalten  wir  auf  der  linken  Seite  die  Kraft. 
Wollen  wir  auch  für  die  Relativbewegung  das  zweite  Newton  sehe  Be- 
wegungsgesetz aufrecht  erhalten,  demzufolge  das  Produkt  aus  Masse 
und  Relativbeschleunigung  gleich  wäre  der  Kraft,  so  müssen  wir  also 
noch  zwei  fingierte  Zusatzkräfte  hinzufügen,  die  entgegengesetzt 
gleich  wären  den  Produkten  aus  der  Masse  und  der  Führungs-  oder  der 
Coriolis  -  Beschleunigung.  Diese  Zusatzkräfte  werden  darum  als 
Führungskraft  und  als  CoRioLis-Kraft  bezeichnet. 

Wir  wollen  nun  zunächst  das  in  der  Gl.  12  auftretende  zweifache 
Vektorprodukt  umformen.     Nach  GL  24  des  §  2  ist 

(17)  [tu  [tD  r]]  =  tt)  (r  t»)  —  r  (to  tu)  =  t»  r  iv  cos  (r,  to)  —  r  iv^ . 

Bezeichnen  wdr  den  in  die  Richtung  des-  Vektors  tD  fallenden  Einheits- 
vektor mit  tOo  und  die  Projektion  von  t  in  die  Richtung  von  tD  mit  r^, 
so  können  wir  der  Gl.  17  auch  die  Form  geben 

(18)  [w[mx]]  =  w^Wor^-x)^ 

Tragen   wir  nun  andererseits  von  einem  Punkte  0  aus  die  Richtungen 
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von  vo  und  r  auf,  und  fällen  wir  von  dem  Massenpunkte  ein  Lot  p  auf 
die  Eichtung  von  to,  so  ist  (wie  Fig.  13  zeigt) 

(19)  U)or,,-:r-}-p. 
Die  Gl.  18  nimmt  daher  die  einfache  Form  an 

(20)  [tn  [tD  r]]  =  P  w.^^ 

Wenn  im  besonderen  der  Vektor  der  Winkelgeschwindigkeit  nach 
Betrag  und  Eichtung  konstant  und  keine  Translationsbeschleunigung 
vorhanden  ist,  so  stellt  nach  Gl.  14  der  Ausdruck  ip  w^ 
die  Führungsbeschleunigung  dar.  Es  wird  somit  dann 
die  dem  Produkte  aus  Masse  und  Führungsbeschleuni- 
gung entgegengesetzt  gleiche  Führungskraft 

(21)  Kf^-mVw^' 

In  dem  betrachteten  Fall  äußert  sich  also  die  Führungs- 
kraft, da  sie  entgegengesetztes  Vorzeichen  wie  der  Vek- 
tor p  hat,  als  Fliehkraft;  ihrem  Betrage  nach  ist  sie 
gleich  dem  Produkte  aus  der  Masse,  dem  Quadrate  der 
Winkelgeschwindigkeit  und  dem  Lote,  das  von  dem  be- 
wegten Massenpunkte  auf  die  Eichtung  gefällt  wird,  die, 
durch  den  Koordinatenursprung  gehend,  die  Eichtung  der  Winkel- 
geschwindigkeit darstellt. 

Die  Gl.  12  möge  schließhch  noch  für  den  speziellen  Fall  diskutiert 
werden,  daß  der  Vektor  m  verschwinde,  daß  also  die  Achsen  des  zweiten 
Koordinatensystems    stets    parallel    bleiben    den    Achsen    des    ersten 
Systems.     Dann  wird 
(22)  ^=\y^J^^/, 

Gehen  wir  nun  in  der  Spezialisierung  noch  weiter  und  nehmen  wir  an, 
daß  der  Ursprung  des  zweiten  Koordinatensystems  gegenüber  dem 
ersten  System  gleichförmig  bewegt  sei,  so  wird  einfach  hr  gleich  b. 
Die  Beschleunigung  ist  also  dann  für  beide  Systeme  ganz  dieselbe.  Für 
die  Beschreibung  mechanischer  Vorgänge  sind  daher  zwei  gegeneinander 
in  gleichförmiger  Translation  bewegte  Koordinatensysteme 
völlig  gleichwertig.  Diese  wichtige  Erkenntnis  wird  als  das  mecha- 
nische Eelativitätsprinzip  bezeichnet. 

-jf^Im  allgemeinen  erfordert  hingegen  stets  der  Übergang  von  einem 
Koordinatensystem  zu  einem  zweiten,  das  gegenüber  dem  ersten  irgend- 
wie bewegt  ist,  die  Einführung  von  Zusatzkräften.  Hieraus  folgt,  daß 
es  eine  bevorzugte  Klasse  von  Koordinatensystemen  geben  muß,  die  alle 
gleichförmig  gegeneinander  bewegt  sind  und  die  dadurch  ausgezeichnet 
sind,  daß  für  sie  die  Zusatzkräfte  verschwinden.  Nur  in  bezug  auf 
solche  Koordinatensysteme  behält  ein  Massenpunkt,  der  sich  ohne  Ein- 
wirkimg äußerer  Kräfte  ledigHch  unter  dem  Einflüsse  seiner  Trägheit 
bewegt,    Größe    und    Eichtung    der    Geschwindigkeit    unverändert    bei. 
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Diese  ausgezeichneten  Koordinatensysteme  werden  darum  als  Inertial- 
systeme^  bezeichnet  oder  auch  als  mechanische  Fundamental- 
systeme.  Wie  die  Erfahrung  zeigt,  ist  durch  den  Fixsternhimmel 
ein  derartiges  Inertialsystem  bestimmt. 

§  9.    Die  Bewegungsvorgänge  auf  der  rotierenden  Erde. 

Die  für  die  Physik  weitaus  wichtigsten  Kelativbewegungen  sind  die 
Bewegungsvorgänge  auf  der  rotierenden  Erde.  Der  Vektor  der 
Winkelgeschwindigkeit,  mit  der  sich  die  Erde  und  jedes  mit  der 
Erde  fest  verbundene  Koordinatensystem  gegenüber  dem  Fixsternhimmel 
drehen,  ist  nach  seiner  Kichtung  bestimmt  durch  die  die  Erdpole  ver- 
bindende Erdachse.^  Da  von  dem  Nordpol  aus  gesehen  die  von  West 
nach  Ost  erfolgende  Erddrehung  dem  Uhrzeiger  entgegengesetzt  er- 
scheint, so  hat  somit  der  Vektor,  der  die  Winkelgeschwindigkeit  der 
Erddrehung  darstellt,  den  Kichtungssinn,  der  von  dem  Südpole 
zu  dem  Nordpole  weist.  Der  im  Bogenmaß  gemessene  Betrag  der 
Winkelgeschwindigkeit  ist  aber  gleich  27t,  gebrochen  durch  die  Zahl 
der  Sekunden  im  Tage;  derart  ergibt  sich  der  Wert 

(1)  it^  =  7,272  .  10-5  sec-i . 

Betrachten  wir  nun  einen  Punkt  der  Erdoberfläche  und  denken 
wir  uns  ihn  als  Ursprung  eines  mit  der  Erde  fest  verbundenen  Koordinaten- 
systems, so  können  wir  die  konstante  Winkelgeschwindigkeit  darstellen 
durch  eine  von  diesem  Punkte  ausgehende  gerichtete  Strecke,  die  (nach 
Gl.  20  des  §  7)  mit  den  Achsen  des  festen  Koordinatensystems  konstante 
Winkel  bildet.  Diese  gerichtete  Strecke  liegt,  da  sie  der  Erdachse  parallel 
ist,  in  der  Meridianebene  und  schließt  mit  der  Horizontalebene  einen 
Winkel  ein,  der  gleich  ist  der  geographischen  Breite  des  betreffenden 
Ortes.  Auf  der  nördlichen  Erdhälfte  geht  diese  gerichtete  Strecke 
immer  nach  oben,  auf  der  südlichen  Halbkugel  hingegen  immer 
nach  unten,  also  erdwärts.  Auf  dem  Äquator  ist  die  gerichtete  Strecke 
genau  horizontal. 

Da  die  Führungsbeschleunigung  proportional  ist  lo"^,  die  Coriolis- 
Beschleunigung  hingegen  proportional  ist  lo  .  v,  so  kann  wegen  der  Klein- 
heit von  w  die  Führungsbeschleunigung  vernachlässigt  werden 
neben  der  CoRiOLis-Beschleunigung,  wofern  nur  die  Eelativ- 
geschwindigkeit  nicht  allzu  klein  ist  und  die  Bewegung  nicht  allzuweit 
weg  von  dem  betrachteten  Punkte  der  Erdfläche  führt.  Ist  beispiels- 
weise die  Entfernung  von  dem  Ursprung  nicht  größer  als  etwa  200  m, 
so  wird  die  Führungsbeschleunigung  nicht  größer  als  etwa  10"*  cm  sec-^. 
Hingegen  ist,  wofern  die  Geschwindigkeit  etwa  einen  Meter  in  der  Sekunde 


1  Auf  lateinisch  heißt  die  Trägheit  „inertia". 

^  Die  Bewegung,  die  die  Erde  noch  neben  ihrer  Rotation  ausführt,  kann  als 
geradlinig  gleichförmig  däneben  unberücksichtigt  bleiben. 
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beträgt,  der  Betrag  der  CoRiOLis-Beschleunigung  von  der  Größenordnung 
10~2  cm  sec~2,  also  etwa  hundertmal  so  groß. 

Da  die  CoRiOLis-Kraft  dem  Produkte  aus  der  Masse  und  der  Coriolis- 
Beschleunigung  entgegengesetzt  gleich  ist,  andererseits  aber  ein  Vektor- 
produkt bei  Yertauschung  der  Faktoren  das  Vorzeichen  ändert,  so  kann 
die  CoRioLTs-Kraft  (nach  Gl.  16  des  §8)  gleich .  gesetzt  werden 

(2)  5l'  =  2m[t),to], 

wenn  m  die  Masse  des  bewegten  Körpers  bedeutet. 

Als  erstes  Beispiel  einer  Bewegung  auf  der  rotierenden  Erde  möge 

nun  der  freie  Fall  betrachtet  werden.  Der  Vektor  x>r  ist  dann  vertikal 

nach  abwärts  gerichtet,  der  Vektor  vo  weist  schräge  von  Süd  nach  Nord. 

Nach  der  Definition  des  Vektorproduktes  muß  gemäß  Gl.  2  der  Vektor  51' 

einen  solchen  Kichtungssinn  haben,  daß  von 
seiner  Spitze  gesehen,  die  Drehung  dem  Uhr- 
zeiger entgegengesetzt  erscheint,  die  den  Vek 
tor  Vr  in  die  Richtung  des  Vektors  tD  über- 


Nord 


Süd 


Süd 


V, 


f 

Fig.  14. 


Y 
Fig.  15. 


führt.  Sowohl  in  Fig.  14,  die  sich  auf  die  nördHche  Erdhälfte,  als  auch 
in  Fig.  15,  die  sich  auf  die  südliche  Erdhälfte  bezieht,  muß  also  der  Vek- 
tor 51'  nach  rückwärts  gerichtet  sein ;  die  CoRiOLis-Kraft  bewirkt  daher 
bei  dem  freien  Fall  stets  eine  östliche  Ablenkung. 

Da  der  Vektor  to  mit  der  Vertikalen  einen  Winkel  bildet,  der  der 
geographischen  Breite  y)  komplementär  ist,  so  ergibt  sich  für  den  Betrag 
der  CoRiOLis-Kraft  nach  Gl.  2  der  Wert 

(3)  K'  =  ^mv^  lü  cos  y) . 

Nun  ist  aber  die  Relativgeschwindigkeit  gleich  g  t,  wenn  g  die  Be- 
schleunigung der  Erdschwere  ist.  Bezeichnen  wir  die  östliche  Ablenkung 
mit  X,  so  ist  also 

(4)  -^  =  2gtiüC0syj. 
Hieraus  folgt  durch  zweimalige  Integration 

(5)  X  =   -^-r COS   ip  . 
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(Die  Integrationskonstanten  können  weggelassen  werden,  weil  ja  zur 
Zeit  t  =  0  sowohl  dx/dt  als  auch  x  verschwinden  muß.)    Da  die  Fallhöhe 

ist,  so  kann  die  gesamte  östHche  Abweichung  auch  durch  die  Formel 
dargestellt  werden 

7ßx  2]/2"  h^ 

(d)  X  —  —4-    —=iv  cos  w  . 

^      V9 

Am  größten  ist  die  Abweichung  für  den  Äquator,  während  sie  an 
den  Polen  ganz  verschwinden  muß.  Betrachten  wir  einen  Ort  von  etwa 
48**  Breite,  zum  Beispiel  Wien,  so  wird 

(7)  wcos  ip  =  4,866  .  lO-s  sec-^  . 

Da  g  gleich  ist  981  cm  sec-^^  so  ergibt  die  Gl.  6  bei  einer  Fallhöhe  von 
100  m  in  der  geographischen  Breite  von  Wien  eine  östliche  Abweichung 
von  etwa  1,46  cm. 

Als  zweites  Beispiel  betrachten  wir  den  vertikalen  Wurf  nach 
aufwärts.  Da  die  Eelativgesch windigkeit  bei  der  Aufwärtsbewegung 
entgegengesetzt  gerichtet  ist  wie  bei  dem  freien  Fall,  so  tritt  während 
des  Aufstieges  eine  w  e  s  1 1  i  c h  e  A  b  w  e i  c  h  u  n g  ein.  Die  Anfangsgeschwindig- 
keit sei  w,  dann  ist 

(8)  Vr  =  u  -gt 
und  somit 

(9)  -j^  =  2iü  cos  y)  {u  —gt)  . 

Daraus  folgt  durch  zweimalige  Integration 

(10)  x  =  iv(ios  ip(ut^  -^y 

Bei  dem  Erreichen  der  Steighöhe  ist  nun  g  t  gleich  u,  und  somit  finden 
wir  für  die  westliche  Abweichung  im  Augenblick  des  Erreichens  der 
Steighöhe 

(11)  X*  =  w  Qos  xp  . 

o 

Wie  ein  Vergleich  mit  Gl.  5  zeigt,  ist  also  die  westHche  Ablenkung 
während  der  Aufwärtsbewegung  doppelt  so  groß  wie  die  nachfolgende 
ÖstHche  Abweichung  während  der  einen  freien  Fall  darstellenden  Abwärts- 
bewegung. Ein  vertikal  in  die  Höhe  geworfener  Körper  fällt  also  infolge 
der  Erdrotation  westlich  von  dem  Aufstiegsorte  nieder,  und  zwar 
ist  die  resultierende  Distanz  ebenfalls  durch  die  Gl.  6  bestimmt,  wenn 
unter  li  jetzt  die  Warf  höhe  verstanden  wird. 

Als  drittes  Beispiel  einer  Kelativbewegung  auf  der  rotierenden  Erde 
werde    eine    Horizontalbewegung   betrachtet.       Die    CoKiOLis-Kraft 
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muß  dann  eine  solche  Eichtung  haben,  daß,  von  ihrer  Spitze  aus  gesehen, 
die  Drehung  dem  Uhrzeiger  entgegengesetzt  erscheint,  die  die  horizontale 
Bewegungsrichtung  in  die  Eichtung  der  gerichteten  Strecke  überführt, 
die  die  Winkelgeschwindigkeit  der  Erde  darstellt.  Diese  Strecke  weist 
aber,  wie  schon  erwähnt,  auf  der  nördlichen  Erdhälfte  immer  nach  oben, 
auf  der  südlichen  immer  nach  unten.  Eine  Aufwärtsbewegung  aus  einer 
horizontalen  Eichtung  erscheint  aber  nun  einem  Zuschauer  dann  ent- 
gegengesetzt dem  Uhrzeiger,  wenn  er  sich  rechts  von  der  horizontalen 
Eichtung  befindet.  Die  CoRioLis-Kraft  sucht  also  auf  der  nördlichen 
Erdhälfte  jede  Horizontalbewegung  nach  rechts,  auf  der  süd- 
lichen Erdhälfte  aber  nach  links  abzulenken. ^ 

Infolge  dieser  seitlichen  Ablenkung  sucht  eine  Lokomotive  die  eine 
Schiene  nach  auswärts  zu  verschieben,  auf  der  nördlichen  Halbkugel 
also  die  rechte  Schiene  nach  rechts.  In  ähnlicher  Weise  zeigen  auch  Flüsse 
ein  Bestreben,  auf  der  nördlichen  Halbkugel  ihr  rechtes  Ufer  nach  rechts 
zu  verschieben.  Aber  auch  Meeres-  und  Luftströmungen  biegen  auf  der 
nördlichen  Halbkugel  nach  rechts,  auf  der  südhchen  nach  links  ab.  Auf 
der  nördlichen  Erdhälfte  zeigt  daher  ein  Nordwind  die  Tendenz,  sich  all- 
mählich in  einen  Ostwind  umzuwandeln.  (Denn  für  einen  von  Nord 
nach  Süd  wandernden  Menschen  ist  ja  die  Eichtung  von  Ost  nach  West 
gleichbedeutend  mit  der  Eichtung  von  links  nach  rechts.) 

Um  von  der  Größe  der  seitlichen  Ablenkung  bei  der  Horizontal- 
bewegung eine  bestimmte  Vorstellung  zu  gewinnen,  betrachten  wir  den 
einfachen  Fall,  daß  die  Horizontalbewegimg  in  der  Meridianebene  be- 
ginne. Der  Vektor  ro  schließt  dann  mit  der  Eichtung  der  Eelativ- 
geschwindigkeit  einen  Winkel  ein,  der  gleich  ist  der  geographischen  Breite  ^, 
und  daher  wird  nach  Gl.  2  der  zweite  zeitliche  Differential  quo  tient  der 
seitlichen  Abweichung 

(12)  -^  ==  2v  ?(;  sin  1/^ . 

Durch  zweimalige  Integration  folgt  hieraus 

(13)  X  ^  vf^w  ^m  ip  . 

In  einer  geographischen  Breite  von  etwa  48^,  also  in  der  Breite  von  Wien, 
wird  10  sin  ip  gleich  5,405  .  10"^  sec~i.  Bei  einer  Anfangsgeschwindigkeit 
eines  Geschosses  von  500  m  beträgt  daher  die  seithche  Ablenkung  nach 


2  Durch  diese  Tatsache  finden  die  Passatwinde  ihre  Erklärung.  In  den  Tropen 
steigt  nämhch  die  durch  Erwärmung  verdünnte  Luft  als  ein  gewaltiger  Luftstrom 
vertikal  nach  aufwärts,  um  nach  den  beiden  Polen  abzufließen.  Den  Kreislauf 
schließend,  strömen  infolgedessen  in  den  unteren  Regionen  kältere  Luftmassen  von 
Nord  und  Süd  gegen  den  Äquator  zu.  Infolge  der  seitlichen  Ablenkung  tritt  diese 
Strömung  auf  der  nördlichen  Erdhälfte  als  Nordostpassat,  auf  der  südlichen  als  Süd- 
westpassat au[f.  In  den  höheren  Regionen  weht  die  von  dem  Äquator  zu  den  Polen 
strömende  Luft  als  Antipassat.  Dieser  ist  auf  der  nördlichen  Halbkugel  ein  Südwest- 
wind, auf  der  südlichen  ein  Nordostwind. 
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einer  Sekunde  2,7  cm ;  bei  einer  Flugzeit  von  zwei  Sekunden  ist  sie  viermal 
so  groß  und  so  fort. 

Um  nun  noch  ein  viertes  wichtiges  Beispiel  für  einen  Bewegungs- 
vorgang auf  der  rotierenden  Erde  zu  erhalten,  betrachten  wir  endlich 
ein  Koordinatensystem,  das  nur  teilweise  mit  der  Erde  ver- 
bunden sei;  seine  ^- Achse  werde  stets  vertikal  gehalten,  während 
die  X-  und  die  i/-Achse  nur  insofern  zu  einer  Teilnahme  an  der  Erdrotation 
gezwungen  seien,  als  sie  stets  auf  der  vertikal  festgehaltenen  0- Achse 
senkrecht  stehen  müssen ;  im  übrigen  sind  sie  aber  natürlich  in  einer 
Horizontalebene  frei  beweglich. 

Denken  wir  uns  nun  zunächst  in  irgendeinem  Punkte  der  Erde  zwei 
Koordinatensysteme,  eines,  das  ein  Inertialsystem  darstelle,  und  eines, 
das  mit  der  Erde  völlig  fest  verbunden  sei;  so  rotiert  in  bezug  auf  das 
erste  das  zweite  mit  der  Winkelgeschwindigkeit  vo;  umgekehrt  erscheint 
daher  für  einen  irdischen  Beobachter  das  Inertialsystem  mit  einer  Winkel- 
geschwindigkeit —  ro  sich  zu  drehen.  Wir  können  andererseits  die  Winkel- 
geschwindigkeit tD  in  drei  Komponenten  in  bezug  auf  das  mit  der  Erde 
völHg  verbundene  Koordinatensystem  spalten.  Legen  wir  dieses  Ko- 
ordinatensystem so,  daß  die  2-Achse  vertikal  ist  und  die  horizontale 
X-Achse  die  Richtung  des  Meridians  hat,  so  wird 

(14)  lü^  =  IV  cos  ip  ,     iVy  =  0  ,     iv^  =  w  sin  ip  , 

Hierbei  bedeutet  nach  der  Definition  der  Winkelgeschwindigkeit  iv^  die 
Winkelgeschwindigkeit  um  die  x-Achse,  also  in  der  y-z-^hene,  Wy  die 
Winkelgeschwindigkeit  um  die  ^- Achse  und  ic^  also  die  Winkelgeschwindig- 
keit um  die  Vertikale  in  einer  Horizontalebene. 

Ein  Koordinatensystem,  bei  dem  nur  die  -e-Achse  als  stets  vertikal 
mit  der  Erde  fest  verbunden  ist,  während  die  beiden  anderen  Achsen 
in  der  Horizontalebene  drehbar  sind,  wird  sich  daher  für  einen  irdischen 
Beobachter  mit  einer  Winkelgeschwindigkeit  drehen,  die  entgegengesetzt 
gleich  ist  u\,  also  gleich  ist 

(15)  lo'  =  —  iü  sin  ip  . 

Wir  betrachten  nun  auf  der  rotierenden  Erde  eine  Pendelbewegung, 
die  ohne  eine  seitliche  Anfangsgeschwindigkeit  erfolge.  Das  Pendel  werde 
aus  seiner  Ruhelage  entfernt  und  dann  ohne  jeden  Impuls  losgelassen. 
Da  die  Ruhelage  infolge  der  Erdschwere  immer  vertikal  unterhalb  des 
Aufhängepunktes  liegen  muß,  so  behält  ein  Pendel  seine  Schwingungs- 
richtung in  bezug  auf  ein  Koordinatensystem  bei,  das  mit  der  Erde  teil- 
weise in  dem  früher  angegebenen  Sinne  verbunden  ist;  indem  nämlich 
die  eine  Achse  stets  vertikal  ist,  während  die  beiden  anderen  sich  in  einer 
Horizontalebene  drehen  können.  Nach  dem  früher  Gesagten  muß  sich 
also  die  vertikale  Schwingungsebene  des  Pendels  für  einen 
irdischen  Beobachter  drehen,  und  zwar  nach  Gl.  15  in  einem  Tage 
um  einen  Winkel  von  360^  mal  dem  Sinus  der  geographischen  Breite. 

3* 
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\yegen  des  negativen  Vorzeichens  in  Gl.  15  erfolgt  die  Drehung  so,  daß 
sie  auf  der  nördlichen  Erdhälfte  im  Sinne  des  Uhrzeigers  von  oben 
gesehen  erscheint.  Derart  vermochte  im  Jahre  1850  Foucault  mittels 
seines  berühmten  Pendelversuches  einen  direkten  experimentellen 
Beweis  für  die  Erdrotation  zu  erbringen.^ 

^  Das  wichtigste  ist  bei  dem  Foucatilt  sehen  Pendelversuch  die  völlige  Ver- 
meidung einer  seitlichen  Anfangsgeschwindigkeit,  weil  auch  eine  solche  eine  Drehung 
der  Schwingungsebene  zur  Folge  hat.  Bei  dem  Foucault  sehen  Versuche  wird  darum 
das  Pendel  mittels  einer  Schleife  aus  der  Ruhelage  entfernt  und  festgehalten,  und 
dann  erst  wird  die  Schleife  durchgebrannt. 


IL  Kapitel. 

Die  Tensoren. 

§  10.    Der  Begriff  des  Tensors. 

Sind  (£  und  X)  zwei  beliebige  Vektoren,  so  können  wir  bei  Benutzung 
eines  bestimmten  Koordinatensystems  stets  neun  Größen  ableiten, 
indem  wir  die  Komponenten  der  beiden  Vektoren  paarweise 
miteinander  multiplizieren,  also  setzen 

^yx  ^=  ^y^x  5  ^yy  ^^  ^y^y  ?  ^2/2  ^^  ^y^z  > 

^2iP      =      ^Z    ^X      •  E^y      =     Cg    Dy      ,  E^z       =     CgD^      . 

Da 

(2)  E,,  +  Eyy  +  E,,  =  ((£X>), 

nämlich  gleich  dem  inneren  Produkt  der  Vektoren  (£  und  X)  ist,  so 
muß  die  Summe  auf  der  linken  Seite  der  Gl.  2  einen  von  dem  Koordinaten- 
system unabhängigen  Skalar  darstellen. 

Fassen  wir  hingegen  das  äußere  Produkt  der  Vektoren  (£  und  T) 
ins  Auge,  so  ergeben  sich  aus  den  Gl.  1  die  Beziehungen 

(3)  E„, -£;,=[(£  15],;    E,, -£,,=[(£  15],;    £„-£„=[£!)],. 

Bildet  man  also  den  Ausdruck  Ey^  —  E^y  und  die  beiden  analogen,  so 
erhält  man  wiederum  die  Komponenten  eines  Vektors. 

Multiplizieren  wir  endlich  die  neun  Größen  E^^  usw.  mit  den  Kom- 
ponenten eines  beliebigen  Vektors  33  nach  dem  folgenden  Schema,  so 
finden  wir 

(4)  E,,B,  +  E^yBy  +  E,,B,  =  C;  («  D) 

usw.  Da  das  innere  Produkt  der  Vektoren  ^  und  T)  ein  Skalar  ist,  so 
stellen  also  die  linken  Seiten  der  Gl.  4  und  der  beiden  analogen  wiederum 
die  Komponenten  eines  Vektors  dar. 

Bei  einem  Wechsel  des  Koordinatensystems  transformieren  sich 
im  übrigen  die  Größen  E^^  usw.  nach  den  Kegeln,  die  für  die  Transformation 
von  Vektorkomponenten  gelten  (Gl.  3  des  §  4).     Es  ist 

(5)  E,,'=  C;D,'=  (a,C,  +  ß^Cy  +  7iC,)  (a^D,  -{- ß^Dy  +  y^D,)  , 
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wenn  a^,  ß^,  y^  usw.  die  Kosinus  der  Winkel  zwischen  den  alten  und  den 
neuen  Koordinatenachsen  (nach  den  Gl.  1  des  §  4)  sind.  Die  Gl.  5  kann 
nach  den  Gl.  1  auch  in  der  Form  geschrieben  werden 

(6)  £,,'=  a^^E,,  +  ß^^E„  +  y,^E,,  +  a^  ß^  (E„  +  E„,) 

+  ßi  n  (B«  +  E.y)  +  7l  «1  (ß.x  +  E..)  • 
Ebenso  ist 

(7)  E„'=  («iC,  +  ß^Cy  +  y,C,)  {a,r>,+  ß,D,+  yj),) 
oder 

(8)  E^y=^  «1  a^^xx  +  ßl  ß%Eyv  +  7l  72-^22  +  «1  ßi^xy  +  «2  ßl^vx 

+  ßiri^yz-^-  ßiyi^zy-^r  yia^E.^-i-  y^a^E^,  . 

Sind  nun  in  bezug  auf  ein   bestimmtes   Koordinatensystem  neun 
Größen  gegeben 

^xx  >  '^xy  7  '^xz  i 

\iJ  J  ^  rCy^      ,  Kyy      ,  tCy  ^      , 


\       '"yx  J 


/C, 


SO  definieren  wir  diese  neun  Größen  als  Komponenten  eines 
Tensors,  wenn  sie  sich  bei  einem  Wechsel  des  Koordinatensystems 
ebenso  transformieren  wde  die  paarweise  gebildeten  Produkte 
der  Komponenten  zweier  Vektoren.  Die  Größen,  bei  denen  der- 
selbe Index  zweimal  vorkommt,  also  k^^,  kyy,  h^^,  nennt  man  die  Tensor- 
komponenten erster  Art;  die  übrigen  sechs  bezeichnet  man  als 
Tensorkomponenten  zweiter  Art. 

Daß  die  Tensorkomponenten  auch  darstellbar  seien  als  Produkte 
der  Komponenten  zweier  Vektoren,  ist  nach  der  gegebenen  Definition 
keineswegs  erforderlich;  es  genügt,  wenn  sie  sich  so  wie  die  Produkte 
der  Komponenten  zweier  Vektoren  transformieren.  Ist  dies  aber 
der  Fall,  so  folgt  aus  der  Gl.  2  sogleich,  daß 

(1^)  k^x  ~\~  kyy  +  /Cgg  =  k^^-j-  kyy-\-  k^z 

sein  muß.  Die  Summe  der  Tensorkomponenten  erster  Art  stellt 
einen  von  dem  Koordinatensystem  unabhängigen  Skalar  dar.^ 
Wie  andererseits  aus  den  Gl.  3  folgt,  läßt  sich  aus  jedem  Tensor  ein 
von  dem  Koordinatensystem  unabhängiger  Vektor  ableiten,  dessen 
Komponenten  durch  die  drei  Ausdrücke  dargestellt  sind 

(llj  Ky^        K^y  ,         K^y,         Kxz  i         ri'xy        f^yx  • 

Endlich  folgt  aus  der  Gl.  4,  daß  man  durch  eine  entsprechende  Ver- 
knüpfung der  Komponenten  eines  Tensors  mit  den  Komponenten  eines 
Vektors  (®)  stets  einen  neuen  Vektor  (^)  ableiten  kann  mittels  der  Be- 
ziehungen 


^  Man  kann  dies  natürlich  auch  derart  beweisen,  daß  man  die  Gl.  6  auch  für 
Eyy'  und  JG'^j,'  bildet,  die  drei  Gleichungen  addiert  und  die  Gl.  12  und  13  des  §  4  be- 
rücksichtigt. 
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^X    } 


^y  ) 


(12)  V        Kyx^^x  "i"  ^'yy^y  H~  i^yz^z  =  A,^ 

'        ''^zic-ßa:  +  ^'^zyßi/  +  ^zg-Bz  =  ^z  • 

Der  Vektor  ^  wird  dann  als  eine  lineare  Vektorfunktion  des  Vektors  S 
bezeichnet,  weil  seine  Komponenten  lineare  Funktionen  der  Komponenten 
des  Vektors  ^  sind. 

Sind  nun  etwa  fc^^;  usw.  die  Komponenten  eines  Tensors  und  'p^^  usw\ 
die  Komponenten  eines  zweiten  Tensors  und  bildet  man  neun  neue 
Größen,  indem  man  die  gleichartigen  Komponenten  der  beiden  Tensoren 
addiert,  also 

/-jQx  j       ^xx  f^xx     I     Vxx  i 

^^  \     a     -k     4-v 

\       Uxy  '^xy     \^  txy 

USW.,  so  erkennt  man  aus  den  Gl.  6  und  8  ohne  weiteres,  daß  sich  auch 
die  Größen  q^^,  q^y  usw.  wiederum  so  transformieren  wie  die  Größen 
^xxi  E^y  und  so  fort.  Durch  Addition  gleichartiger  Tensorkompo- 
nenten erhält  man  also  wiederum  die  Komponenten  eines  Tensors. 
Andererseits  können  wir-  aus  den  Komponenten  eines  gegebenen 
Tensors  k^^  usw.  auch  neue  Größen  ableiten,  indem  wir  die  Tensor- 
komponenten zweiter  Art  ungeändert  lassen,  hingegen  die  Komponenten 
erster  Art  um  eine  und  dieselbe  von  dem  Koordinatensystem  unabhängige 
skalare  Größe  vermehren,  die  S  genannt  werde.  Die  neuen  Größen  sind 
dann  gegeben  durch  die  Gleichungen 

(14)  ^xas='  kxx'T'  '^  j       Ky^^  kyy-\-  O.,       ^zz^^  "'zz  T    *^  j       ^xi/ "=  "'ccy   ^^^' 

Wenn  wir  also  die  neun  Größen  betrachten 

(15)  ^xx—  ^>      ^yy~  '^'»       hz~  *^  ^      ^xyf      Ux   USW\, 

so  müssen  sich  diese  Größen  zufolge  Gl.  14,  weil  ja  k^x  iisw^  Tensor- 
komponenten sind,  transformieren  gemäß  den  Gl.  6  und  8.  Wir  finden 
also 

(16)  tj-  S  =  a,^  {t,,  -  S)  +  ß^^  {tyy  -  S)  +  7^2  (^^^  _  S) 

+  «1  ßl  i^xy  -4-  ^yx)  +  ßl  7l  {Ujz  +  ^zv)  +  7l  «1  (^zx  +  ^xz)  • 

Nun  ist  aber  nach  Gl.  9  des  §  4 

(17)  S{a,'+ß,'^y,')  =  S, 

und  die  Gl.  16  geht  daher  in  die  Gl.  6  über,  nur  daß  an  Stelle  des  Buch- 
stabens E  nunmehr  der  Buchstabe  t  erscheint. 

Setzen  wir  andererseits  die  neun  Größen  des  Schemas  (15)  in  die 
Gl.  8  ein,  so  finden  wir 

(18)  f,;=  ai  a^  (/,,-  S)  +  ß^  ß^  {tyy-  S)  +  y^  y.^  (t,,-  8)  +  .  .  .  , 

wobei  die  letzten  sechs  nicht  angeschriebenen  Glieder  sich  decken  mit 
den  letzten  sechs  Ghedern  der  Gl.  8,  nur  daß  statt  des  Buchstabens  E 
der  Buchstabe  Tzu  schreiben  ist.     Nach  GL  10  des  §4  ist  aber 
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(19)  «1  «2+  ^1^^2+71  72=0, 

und  daher  geht  die  Gl.  18  in  die  Gl.  8  über,  wofern  in  dieser  der  Buch- 
stabe E  durch  den  Buchstaben  t  ersetzt  wird. 

Die  durch  die  Gl.  14  definierten  Größen  t^^,  t^y  usw.  stellen  also 
selbst  wieder  die  Komponenten  eines  Tensors  dar.  Aus  jedem  Tensor 
kann  man  also  einen  anderen  ableiten,  indem  man,  ohne  etwas  an  den 
Komponenten  zweiter  Art  zu  ändern,  die  Komponenten  erster  Art 
um  einen  und  denselben  Skalar  vermehrt. 

Sind  im  besonderen  bei  einem  Tensor  die  Komponenten  zweiter 
Art  paarweise  gleich,  so  wird  der  Tensor  als  symmetrisch  be- 
zeichnet.    Für  einen  symmetrischen  Tensor  ist  also 

Es  läßt  sich  nun  leicht  zeigen,  daß  aus  jedem  beliebigen  Tensor  ein 
symmetrischer  Tensor  abgeleitet  werden  kann.  Nach  den  Gl.  6  und  8 
ist  ja 

(21)  Kx  =  GLi^hx     -}-  '  •  '+aißl{Ky-hKx)  +  -  '  -  , 

ferner 

(22)  Ky  =  «1  «2  ^a;a;  +  •  •  •  +  «1  ßi  Ky  +  CI2  ßlKx  +  -  -  -  y 

hingegen 

(23)  Kx  =  (^2^lKx+  '  '  •  +  «2  ßl  Ky  +  «1  ß2  hx  +  •  •  • 

Wir  wollen  nun  neun  neue  Größen  mittels  der  Beziehungen  ableiten 
(24) 


7        I.  7        7,.  7       7 . 

''XX         f^xxy  ''yy         '^yyy  ''zz         "'zz  > 


''xy  —  ''yx  —  2  K'^xy  ~i~  '^yx)  7 
'^^yz  ^^  ^2v  ^^^  2  K'^yz  l  t^zy)  j 
'zx  "=  ^«2  =  2  K'^zx  "r  i^xz)  • 

Es  ist  dann 

(■^ö)  '^xyV'  f^yx^^^^  ''xy\     ^yx  > 

und  die  Gl.  21  läßt  sich  somit  in  der  Form  schreiben 

(26)  lj=  ai^  Z,,+  .  .  .  +  a,  ^,  (?,,+  l^,)  +  .  .  . 

Bildet  man  andererseits  die  halbe  Summe  aus  den  Gl.  22  und  23,  so  kann 
nach  den  Gl.  24  dafür  geschrieben  werden 

(27)  l^y  =  a^a^kx^  "  '  +  «i  /^2  Ly+  «2  ßikx+  --  • 

Wie  ein  Vergleich  der  Gl.  26  und  27  mit  den  Gl.  21  und  22  zeigt, 
stellen  also  die  durch  die  Gl.  24  eingeführten  neuen  Größen  wiederum 
die  Komponenten  eines  Tensors,  und  zwar  eines  symmetrischen,  dar. 
Mittels  der  Beziehungen,  die  durch  die  Gl.  24  ausgedrückt  sind,  läßt 
sich  also  aus  jedem  beliebigen  Tensor  stets  ein  symmetrischer 
Tensor  ableiten.  Ist  bereits  der  ursprüngliche  Tensor  symmetrisch, 
so  ist  natürlich  nach  den  Gl.  24  der  abgeleitete  Tensor  mit  dem  ur- 
sprünglichen identisch. 


§  11.   Das  Tensor ellipscnd.  41 


§  11.   Das  Tensorellipsoid. 

Wir  wollen  ein  ganz  bestimmtes  Koordinatensystem  betrachten,  auf 
das  bezogen  die  Komponenten  eines  Tensors  U^^,  k^y  usw.  seien,  und 
wollen  uns  nun  eine  ganz  beliebige,  von  dem  Koordinatenursprung  aus- 
gehende Gerade  denken,  die  mit  den  drei  Achsen  Winkel  mit  den  Kosinus 
«,  ß,  y  einschließe.  Den  Wert,  den  für  diese  Richtung  als  neue  o?- Achse 
die  x-ic-Komponente  des  Tensors  annimmt,  bezeichnen  wir  wie  bisher 
mit  hxx'  Dann  ist  (nach  Gl.  6  des  §  10,  in  der  wir  nunmehr  den  Index  1 
weglassen  können) 

(1)  hx  =  «^  Kx+  ß%y+  f  Kz-V  a  ß  {Ky+  Kx) 

+  ßy  {Kz+  Kv)  +  r « {K:c^  Kz)  • 

Wir  wollen  nun  auf  der  Geraden  von  dem  Koordinatenursprung  aus 
eine  Strecke  von  einer  Länge  auftragen,  deren  Quadrat  der  Größe 
hy;^'  reziprok  sei.  Die  Koordinaten  des  Endpunktes  dieser  Strecke 
mögen  mit  ^,  7],  ^  bezeichnet  werden.  Da  die  Strecke  mit  den  drei  Ko- 
ordinatenachsen die  Winkel  mit  den  Kosinus  a,  ß,  y  einschließt,  so  ist, 
wenn  die  Länge  der  Strecke  mit  l  bezeichnet  wird, 

(2)  ^  =  al,       ri=ßl,       ^  =  yl. 

Da  andererseits  wieder  P  reziprok  ist  zu  k^^',  so  ist  also 

(3)  a^=fe„'f^    ß'^K.'n^,    Y^=KJt:^- 

Die  Gl.  1   kann  somit  nach  Division  durch  k^^J  in  der  Form  geschrieben 
werden 

(4)  1  =  |2  hx+v^  Ky+  C^  hz+  iv  ihy^hx) 

+  vC{hz+hy)  +  CHKx+hz)' 

Wir  denken  uns  nun  durch  den  Koordinatenursprung  ein 
Bündel  von  Strahlen  gelegt  und  auf  jedem  dieser  Strahlen  von  dem 
Koordinatenursprung  aus  eine  Strecke  aufgetragen,  deren  Längen- 
quadrat reziprok  sei  dem  Werte,  den  für  diese  Gerade  als  x'-Achse  die 
Komponente  fej.^.'  annimmt.  Die  Fläche,  die  den  geometrischen  Ort 
der  Endpunkte  der  aufgetragenen  Strecken  darstellt,  ist  dann 
durch  die  Gl.  4  dargestellt.  Diese  Gleichung  stellt  eine  Fläche  zw^eiten 
Grades  dar.  Ist  im  besonderen  der  Tensor  so  beschaffen,  daß  seine 
Komponenten  erster  Art  nie  negativ  werden  können  —  und  nur 
dieser  Fall  soll  im  folgenden  betrachtet  werden  — ,  dann  kann  die  Fläche 
zweiten  Grades  nur  ein  Ellipsoid^  sein.  Dieses  ist  völlig  unabhängig 
von  dem  benutzten  Koordinatensystem  und  stellt  eine  Tensorgröße 
ebenso  graphisch  dar,  wie  ein  Vektor  durch  eine  gerichtete   Strecke 


1  Sonst  könnte  die  Fläche  auch  ein  Hyperboloid  sein.  Der  Leser,  der  mit  der 
analytischen  Geometrie  des  Raumes  nicht  vertraut  ist,  denke  an  die  analogen  Be- 
ziehungen in  der  analytischen  Geometrie  der  Ebene. 
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repräsentiert  wird.  Man  bezeichnet  darum  die  durch  die  Gl.  4  beschriebene 
Fläche  als  Tensorellipsoid. 

Durch  die  drei  Achsen  des  Ellipsoids  sind  drei  zueinander  senk- 
rechte Sichtungen  festgelegt,  die  man  die  Hauptachsen  des  Tensors 
nennt;  ist  eine  Tensorgröße,  indem  sie  ein  Tensorfeld  bildet,  von  Stelle 
zu  Stelle  verschieden,  so  ändert  sich  im  allgemeinen  natürlich  auch  von 
Ort  zu  Ort  in  stetiger  Weise  die  Orientierung  der  drei  Hauptachsen. 
Ist  im  besonderen  das  Tensorellipsoid  ein  Kotationsellipsoid,  so  ist 
nur  für  eine  Hauptachse  die  Kichtung  bestimmt,  während  sie  für  die 
beiden  anderen  unbestimmt  ist.  Denn  jede  Gerade,  die  zu  der  einen 
Eichtung  senkrecht  ist,  kann  dann  als  Hauptachse  angesehen  werden. 
Ist  in  einem  speziellen  Fall  das  Tensorellipsoid  eine  Kugel,  so  stellt 
überhaupt  jede  Gerade  eine  Hauptachse  dar. 

Die  Werte,  die  die  drei  Tensorkomponenten  erster  Art  in  bezug 
auf  ein  Koordinatensystem  annehmen,  das  von  den  drei  Hauptachsen 
gebildet  wird,  werden  als  die  drei  Hauptwerte  des  Tensors  bezeichnet. 
Sie  mögen  im  folgenden  einfach  fe^,  Tcg,  ^3  genannt  werden.  Bei  Benutzung 
eines  Koordinatensystems,  das  von  den  drei  Hauptachsen  gebildet  wird, 
muß  nun  die  Gleichung  des  Ellipsoids  natürlich  rein  quadratisch 
werden,  und  dies  ist,  wenn  der  Tensor  symmetrisch  ist,  nach  Gl.  4 
nur  dann  möglich,  wenn  die  Tensorkomponenten  zweiter  Art  ver- 
schwinden. 

Die  Komponenten  eines  symmetrischen  Tensors  lassen  sich  daher 
in  einem  beliebigen  Koordinatensystem  durch  die  Hauptwerte  mittels 
der  folgenden  Beziehungen  ausdrücken,  die  ohne  weiteres  aus  den  Gl.  6 
und  8  des  §  10  folgen: 

l    Ky=(ii(^2h+ ßiß2h-^yiy2h 

usw.  Dabei  sind  (gemäß  den  Gl.  1  des  §  4)  a^,  ß^,  y^  die  Kosinus  der 
Winkel,  die  die  ir-Achse  mit  den  drei  Hauptachsen  einschließt;  ebenso 
sind  ttg,  ß2,  72  ^i®  Kosinus  der  Winkel,  die  die  ity-Achse  mit  den  drei  Haupt- 
achsen bildet  und  so  fort. 

Ist  ein  Vektor  ^  eine  symmetrische  Vektorfunktion  eines 
anderen  Vektors  ^  und  sind  die  Komponenten  der  beiden  Vektoren 
in  bezug  auf  die  Hauptachsen  des  zugehörigen  Tensors  gleich  A^,  A^,  A^ 
und  B^,  Bg,  Bg,  so  gelten  nach  den  Gl.  12  des  §  10  die  einfachen  Be- 
ziehungen 
(d)  Ai=  kißi,        A2=  ^2^2^        A^=  k^ß^ . 


§  12.    Das  Trägheitsmoment. 

Ein  starrer  Körper  erscheint  durch  die  Forderung  definiert,  daß 
in  bezug  auf  ein  Koordinatensystem,  das  durch  drei  Massenpunkte  des 


§  12.    Das  Träglieitsmoment.  4B 


starren  Körpers  festgelegt  ist^,  sämtliche  den  Körper  bildenden 
Massenpunkte  ihre  Koordinaten  unveränderlich  beibehalten. 
Ein  solches  Koordinatensystem  bezeichnet  man  als  mit  dem  Körper 
fest  verbunden.  Denken  wir  uns  den  Ursprung  dieses  fest  verbundenen 
Koordinatensystems  im  Schwerpunkt  des  Körpers  und  diesen  selbst 
ruhend,  so  wird  daher  (nach  GL  13  des  §  8)  die  Geschwindigkeit  eines 
einzelnen  Massenpunktes 

(1)  o=[tor|, 

wenn  r  die  gerichtete  Strecke  ist,  die  von  dem  Schwerpunkte  zu  dem 
Massenpunkte  gezogen  wird,  und  tu  die  Winkelgeschwindigkeit,  mit  der 
sich  das  fest  verbundene  Koordinatensystem  dreht. 

Der  gesamte,  auf  den  Schwerpunkt  bezogene  Drehimpuls  wird 
dann  (nach  Gl.  18  des  §  3) 

(2)  .  U  =1  m  [r  ü] 
oder  nach  Gl.  1 

(3)  U=Im[x  [m  r  j]  . 

Nach  der  schon  öfter  benutzten  vektoralgebraischen  Formel  (Gl.  24  des 
§  2)  ist  aber  nun 

[r  [tD  r]l  =  tD  (r  t)  —  r  (r  tu) 

oder  nach  der  Formel  für  das  innere  Produkt  zweier  Vektoren,  da  die 
Komponenten  von  r  die  Koordinaten  x,  y,  z  des  Massenpunktes  sind, 

(4)  [r  [tut]]  =  tOr2-  r  {xw^-^  tj  w,  +  zw;) . 

Übertragen  wir  die  Gl.  3  aus  der  vektorielleri  in  die  analytische 
Schreibweise,  so  finden  wir  daher 

I     U^,  =  w^^Z m  {r^—  x^)  —  WyI! mxy  —w^Zmxz, 

(5)  !      Uy=—  w^Z  myx        -^WyZm{r^~y^)  —  w^Zmyz, 

I      17.=—  iv^  Z  mzx         —WyZ  mzy  +  w^  Z  m  (r^  —  z^)  . 

Man  sieht  nun  leicht  ein,  daß  die  neun  Summenausdrücke, 
die  in  diesem  Gleichungstripel  auftreten,  Komponenten  eines  Tensors 
sind.  Bilden  wir  nämlich  für  einen  Massenpunkt  die  neun  Ausdrücke 
mx^,  mxy  usw.,  so  transformieren  sich  diese  Ausdrücke  natürlich  wie 
die  Produkte  der  Komponenten  zweier  Vektoren,  weil  ja  x,  t/,  z  die 
Komponenten  des  Vektors  r  sind.  Diese  neun  Ausdrücke  stellen  also 
jedenfalls  die  Komponenten  eines  Tensors,  und  zwar  eines  symmetrischen 
Tensors,  dar.    Addieren  wir  aber  diese  Tensorkomponenten  über  sämtliche 


1  Man  macht  z.  B.  den  ersten  Massenpunkt  zum  Ursprung  des  Koordinaten- 
systems, die  Verbindungslinie  ZAvischen  dem  ersten  und  zweiten  zur  a;-Achse  imd  die 
durch  die  drei  Massenpunkte  bestimmte  Ebene  zur  rc- «/-Ebene.  Jeder  geometrische 
Pimkt,  der  in  bezug  auf  dieses  Koordinatensystem  feste  Koordinaten  hat,  kann  aber 
nvm  w-ieder  an  die  Stelle  von  einem  der  drei  Massenpunkte  treten  und  mit  den  beiden 
anderen  wiederum  ein  Koordinatensystem  bestimmen,  auf  das  bezogen,  alle  .Massen- 
punkte des  starren  Körpers  ihre  Koordinaten  unveränderlich  beibehalten. 
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Massenpunkte  des  Körpers,  so  müssen  wir  (nach  Gl.  13  des  §  10)  wiederum 
die  Komponenten  eines  Tensors  erhalten,  und  daran  ändert  sich  auch 
nichts,  wenn  wir  das  Vorzeichen  umkehren.  SchUeßUch  erhalten  wir 
aber  wiederum  die  Komponenten  eines  Tensors,  wenn  wir  (gemäß  GL  14 
des  §  10),  ohne  an  den  Komponenten  zweiter  Art  etwas  zu  ändern,  zu 
den  Tensorkomponenten  erster  Art  noch  den  Skalar  hinzuaddieren 

(6)  S=2mr^. 

Auf  diese  Weise  erhalten  wir  aber  die  neun  in  den  Gl.  5  auftretenden  Summen- 
ausdrücke, die  somit  als  Komponenten  eines  symmetrischen  Tensors 
nachgewiesen  sind.  Diesen  Tensor  bezeichnet  man  als  den  Tensor  des 
Trägheitsmomentes.  Seine  durch  den  Schwerpunkt  gelegten  Haupt- 
achsen heißen  die  Hauptträgheitsachsen  des  Körpers  und  die  drei 
Hauptwerte  die  drei  Hauptträgheitsmomente. 
Da 

(7)  r^=x^+iß+z^ 

ist,  so  können  nach  Gl.  5  die  Tensorkomponenten  erster  Art  nie  Null 
oder  negativ  werden.  Die  Fläche  zweiten  Grades,  die  den  Tensor  dar- 
stellt, ist  also  ein  Ellipsoid,  das  als  das  Trägheitsellipsoid  bezeichnet 
wird.  Seine  Konstruktion  stammt  von  Poinsot  (1834),  der  an  diesem 
wichtigen  Beispiel  zuerst  die  Möglichkeit  der  graphischen  Darstellung 
eines  Tensors  erkannte. 

Nach  den  Gl.  5  und  7  gelten  für  die  auf  ein  beliebiges  Koordinaten- 
system bezogenen  Tensorkomponenten  erster  Art,  die  mit  J^^  ^^w.  be- 
zeichnet werden  mögen,  die  Beziehungen 

(8)  J,,=  2m{iß^z^),    Jy,=  Im(z^-i-x^),    J,,==  2  m  (x^+ y^)  . 

Nun  ist  aber  y^-\-  z^  das  Quadrat  des  Abstandes,  den  ein  Punkt  von  der 
rc- Achse  hat.  Die  drei  Tensorkomponenten  erster  Art  erhält  man  also, 
indem  man  die  einzelnen  Massenpunkte  mit  den  Quadraten  ihrer  Ab- 
stände von  den  drei  Koordinatenachsen  multipliziert  und  dann  über 
alle  Massenpunkte  addiert;  man  bezeichnet  darum  die  drei  Komponenten 
erster  Art  auch  als  die  Trägheitsmomente  um  die  drei  Koordinaten- 
ach sen.^  Betrachten  wir  eine  beliebige,  durch  den  Schwerpunkt  gehende 
Achse,  die  mit  den  Hauptachsen  Winkel  mit  den  Kosinus  a,  ß,  y  ein- 
schließe, so  wird  nach  Gl.  5  des  §  11  das  Trägheitsmoment  um  diese  Achse, 
das  kurz  mit  J  bezeichnet  werde, 

(9)  J  =  a^J^+ß^.J^+fJ^. 

Der  Drehimpuls  erweist  sich  als  eine  lineare  Yektorfunktion 
der  Winkelgeschwindigkeit,  und  daher  wird,  auf  die  Haupt träg- 
heitsachsen  bezogen, 

(10)  U^  =  ici  Ji ,         U2  =  iV2  J2  r       ^'3  =  ^3  'h  • 

2  Die  Tensorkomponenten  zweiter  Art  werden  als  die  Deviationsmomente  in 
bezug  auf  die  drei  Koordinatenebenen  bezeichnet. 
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Mittels  des  Begriffes  des  Trägheitsmomentes  läßt  sich  nun  auch  die 
]3reiiung  eines  starren  Körpers  leicht  beschreiben.  Ebenso  wie  für  einen 
emzelnen  Massenpunkt  der  zeitliche  Differentialquotient  des  Drehimpulses 
(nach  GL  23  des  §  3)  gleich  ist  dem  statischen  Moment  der  angreifenden 
Kraft,  so  gilt  auch  für  einen  starren  Körper  die  Beziehung 

(11)  aji  =  ^, 

wenn  jetzt  unter  W  die  vektorielle  Summe  der  auf  den  Schwerpunkt 
bezogenen  statischen  Momente  aller  an  dem  Körper  angreifenden  Kräfte 
verstanden  wird.^  Es  ist  nun  für  viele  Untersuchungen  wichtig,  die  Be- 
wegung eines  starren  Körpers  auf  ein  mit  ihm  fest  verbundenes  Ko- 
ordinatensystem zu  beziehen.  Wird  der  zeitliche  Differentialquotient 
des  Drehimpulses  in  bezug  auf  ein  solches  Koordinatensystem  mit  d*Vildt 
bezeichnet,  so  ist  (nach  Gl.  17  des  §  7) 

In  analoger  Weise  können  wir  in  dieser  Gleichung  (nach  Gl.  17  des  §  7) 
statt  des  Vektors  U  auch  den  Vektor  tv  selbst  einsetzen.  Da  das  äußere 
Produkt  eines  Vektors  mit  sich  selbst  aber  verschwindet,  so  wird  einfach 

/-in\  ^03    d*W 

^^'^^  "df  ~~dr  ' 

übertragen  wir  die  Gl.  11  aus  der  vektoriellen  in  die  analytische 
Schreibweise,  so  finden  wir  also,  bei  Berücksichtigung  der  Gl.  12,  indem 
w^ir  die  Hauptträgheit  Sachsen  zu  Koordinatenachsen  machen, 

(14)  M,  =  ^-{-w,U,-w,L\. 

Andererseits  ist  aber  nach  Gl.  10  und  13 

Bei  Berücksichtigung  der  Gl.  10  ergibt  sich  also  aus  der  Gl.  14  das 
Gleichungstripel 

"^^^  ^  ^1  ~Tt~  ~  ^2  ^3  (Ji-'Js)  ^ 


(16) 


^h  =  'h  -^  -  ^3  ^1  {Jz-'h)  y 

Mg    =    Jg   -^  -    W^  lü^    ( Ji-  J2)  . 


2  Daß  die  „inneren  Kräfte",  die  den  starren  Körper  zusammenhalten,  für  die 
Gl.  11  außer  Betracht  bleiben,  erfordert  allerdings  einen  genaueren  Beweis.  Doch 
soll  dieser  in  diesem  Buche  um  so  eher  wegbleiben,  als  sich  auf  ihn  nur  die  weiteren 
Ausführungen  des  §  12,  nicht  aber  sonstige  spätere  Untersuchungen  gründen  würden. 
—  Mittels  des  Satzes  von  der  Erhaltung  des  Schwerpunktes  läßt  sich  übrigens  auch 
leicht  zeigen,  daß  der  Drehimpuls  eines  starren  Körpers  bei  ruhendem  Schwerpunkt 
von  dem  Bezugspunkt  unabhängig  ist.  —  Vgl.  des  Verfassers  „Einführung  in  die 
theoretische  Physik". 
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Diese  wichtigen  Bewegungsgleichungen  des  starren  Körpers 
wurden  zuerst  von  Euler  im  Jahre  1763  aufgestellt. 

Mittels  dieser  Gleichungen  (die  übrigens  auch  die  Grundlage  der 
Kreisel theorie  darstellen)  läßt  sich  nun  auch  leicht  die  Frage  beantworten, 
ob  und  wann  ein  Körper  um  eine  feste  Achse  ohne  Einwirkung 
äußerer  Kräfte  dauernd  gleichmäßig  rotieren  kann.  Soll  dies 
der  Fall  sein,  so  müssen  wegen  des  Fehlens  äußerer  Kräfte  die  linken 
Seiten  der  drei  Gl.  16  verschwinden,  wegen  der  geforderten  Konstanz 
des  Vektors  Vo  aber  auch  die  ersten  Glieder  der  rechten  Seiten.  Es  müssen 
also  auch  die  drei  letzten  Glieder  der  Gleichungen  verschwinden,  und 
dies  ist  für  einen  ganz  beliebigen  Körper,  für  den  die  drei  Hauptträg- 
heitsmomente voneinander  verschieden  angenommen  werden  müssen, 
nur  dann  möglich,  wenn 

(1 7)  IC^  W^  =  IV^  Wi  =  l/y'i  /(Jg  =  0 

ist.  Die  Gl.  17  sind  entweder  dann  erfüllt,  wenn  alle  drei  Komponenten 
Null  sind,  welcher  Fall  aber,  da  dann  überhaupt  keine  Rotation  statt- 
findet, hier  nicht  in  Betracht  kommt,  oder  aber,  wenn  von  den  drei 
Komponenten  der  Winkelgeschwindigkeit  zwei  verschwinden.  Dies 
kann  aber  nur  dann  der  Fall  sein,  wenn  der  Vektor  XO  dauernd  die 
Richtung  einer  der  drei  Hauptträgheitsachsen  hat.  Die  Hauptträg- 
heit Sachsen  stellen  also  zugleich  die  sogenannten  freien  Achsen  des 
starren  Körpers  dar,  die  dadurch  definiert  sind,  daß  um  sie  der  starre 
Körper  ohne  Einwirkung  äußerer  Kräfte  gleichförmig  rotieren  kann. 


§  13.    Die  Spannung. 

Gehen  wir  von  der  Mechanik  starrer  Körper  zu  der  Mechanik 
deformierbarer  Körper  über,  die  wir  uns  unter  dem  Bilde  einer 
kontinuierlich  verbreiteten  Masse  denken,  so  müssen  wir  in  die 
Betrachtung  die  inneren  Flächenkräfte  einführen,  die  sich  als  Zug 
oder  als  Druck  (also  als  negativer  Zug)  äußern.  Für  jede  Stelle  inner- 
halb der  kontinuierlich  verbreiteten  Masse  hat  der  Zug  eine  bestimmte 
Richtung  und  einen  bestimmten  Betrag;  er  ist  durch  einen  Vektor 
darstellbar,  der  ^  genannt  werde.  Der  Betrag  des  Vektors  ^  ist  dann 
dadurch  gegeben,  daß  an  einem  Flächenelement,  das  auf  der  Richtung 
des  Zuges  senkrecht  steht  und  das  die  Größe  df  hat,  insgesamt  eine  Kraft 
von  der  GröQe -P  df  angreift.  Man  erhält  also  den  Betrag  des  Zuges, 
wenn  man  die  Kraft,  die  ein  zu  der  Richtung  des  Zuges  senkrechtes 
Flächenelement  erfährt,  durch  die  Größe  des  Flächenelementes  dividiert. 

Wir  denken  uns  nun  durch  die  Stelle,  an  der  sich  das  Flächen- 
element befindet,  eine  Ebene  gelegt,  deren  nach  außen  weisende  Nor- 
male ^  mit  der  Richtung  des  Vektors  ^  einen  Winkel  a  einschließe  und 


^  Man  muß  sich  das  Flächenelement  als  Begrenzvmg  eines  Körpers  denken. 
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in  dieser  Ebene  an  der  betreffenden  Stelle  ein  Flächenelement  df\  das 
so  groß  sei,  daß  seine  Projektion  auf  die  zu  der  Kichtung  des  Zuges 
senkrechte  Ebene  gerade  gleich  sei  df  (Fig.  16).  Dann  greift  auch  an  dem 
Flächenelement  df  eine  Kraft  an  von  der  Gesamtgröße  $  df.  Daher 
ist  die  auf  die  Flächeneinheit  bezogene 
Flächenkraft,  die  auf  das  Flächenelement 
df  wirkt  und  die  ^'  genannt  werde,  gegeben 
durch  die  Beziehung 


(1) 

Nun  ist  aber 

(2) 

lind  daher  ist 

(B) 


^r 


df 


df  —  df  cos  a 


^'=^cosa. 

Wir    denken    uns    nun  ein   Koordinaten- 
f^ystem  konstruiert  und  betrachten  an  irgend-  Fig.  16. 

einer  Stelle  innerhalb  der  kontinuierlich  ver- 
breiteten Masse  drei  dort  konstruierte  Fläch enelemente,  die  senkrecht 
stehen  mögen  auf  den  drei  Koordinatenachsen;  die  nach  außen 
weisenden  Normalen  der  Flächenelemente  sollen  hierbei  die  Eichtungen 
der  positiven  Koordinatenachsen  haben.  Die  Flächenkräfte,  die  auf  diese 
drei  Flächenelemente  wirken,  mögen  bezeichnet  werden  mit  ^(x)-,  ^(t,)?  ^{zy 
Jede  dieser  drei  Flächenkräfte  stellt  für  sich  einen  Vektor  dar.^  Nach 
Gl.  3  ist  nun 

i       %)=^COS(^,^), 

(4)  ^(,)=.^cos(^,|/), 

l      ^(,)==^COS(^,.).. 

Die  drei  Vektoren  ^(^3,  ^{yy  ^(z)  haben  also  nach  den  Gl.  4  durchwegs 
dieselbe  Eichtung  wie  der  Vektor  des  Zuges  ^;  sie  erscheinen  nur 
im  Betrag  verkleinert.  Wir  wollen  nun  diese  drei  Vektoren  in  je 
drei  Komponenten  nach  den  drei  Koordinatenachsen  zerlegen. 

Die  Komponenten  von  ^^^^  mögen  bezeichnet  werden  mit  p«;«?  Vxyi  Vxz- 
Dann  ist,  wenn  wir  in  übHcher  Weise  den  Betrag  des  Vektors  ^(j.)  mit 
P(a.)  bezeichnen, 


(5) 


Vxx=Pix)GOS{%-),x]. 


Nun  fallen   aber  die  Eichtungen  der  Vektoren  ^(3.)  und  $  nach  Gl.  4 
zusammen,  und  daher  ist 


(6) 


cos  {^(^),  sc]  =  cos  (^,  0*)  . 


-  Um  von  vornherein  dem  Irrtum  vorzubeugen,  als  ob  es  sich  um  die  Kom- 
ponenten eines  Vektors  und  nicht  um  drei  verschiedene  Vektoren  handelt,  wurden 
eben  die  Indizes  x,  «/,  z  eingeklammert. 
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Setzen  wir  andererseits  aus  Gl.  4  den  Wert  für  den  Betrag  P(^)  ein,  so 
ergeben  sich  die  Beziehungen 

(       P,,=  PC0S2(^,^), 

(7)  .         p,,=  Pcos(^,a^)cos(^,|y), 

l       Pxz=  P  cos  {^,  X)  COS  (^,  Z)  . 

In  analoger  Weise  läßt  sich  der  Vektor  Sß^^^  in  drei  Komponenten  zer- 
legen, die  bezeichnet  werden  mö^en  mit  'Py^,  i^^y,  fy-.^   Dabei  ist 

(8)  py,=  P  cos  (Sß,y)co^{Sß,x). 
Es  ist  also 

V^J  Vvx  ^^  Vxy  • 

Analoge  Beziehungen  gelten  schließlich  auch  für  die  Komponenten  des 
Vektors  ^^zy  die  bezeichnet  werden  mögen  mit  f^^,  f^y,  p^^. 

-Nun  sind  aber  die  drei  Kosinus  cos  (^,  a:-),  cos  (^,  ly),  cos  (^,  2) 
Komponenten  eines  Vektors,  nämlich  Komponenten  des  Einheits- 
vektors, der  in  die  Richtung  des  Zuges  ^  fällt.  Wie  die  Gl.  7  zeigen, 
transformieren  sich  also  die  neun  Größen  p^^,  p^y  usw.  wie  die  paar- 
weise gebildeten  Produkte  der  Komponenten  zweier  Vektoren,  die  in 
imserem  Falle  beide  identisch  sind  mit  dem  erwähnten  Einheitsvektor. 
Die  neun  Größen  stellen  daher  die  Komponenten  eines  Tensors  dar, 
und  zwar,  wie  aus  der  Gl.  9  folgt,  eines  symmetrischen  Tensors. 

Dieser  Tensor  wird  als  die  Spannung  bezeichnet.  Die  Tensor- 
komponenten erster  Art  nennt  man  die  Normalspannungen,  die 
Tensorkomponenten  zweiter  Art  die  Tangentialspannungen.  Da 
nach  Gl.  7  die  Tensorkomponenten  erster  Art  nie  negativ  werden  können, 
ist  der  Spannungstensor  darstellbar  durch  ein  Ellipsoid,  das  das 
Spann ungsellipsoid  genannt  wird.  Die  Hauptwerte  des  Spannungs- 
tensors heißen  die  Hauptspannungen  und  Ebenen,  die  auf  den  Haupt- 
achsen des  Spannungstensors  senkrecht  stehen,  werden  als  Hauptebenen 
bezeichnet.  Da  der  Spannungstensor  symmetrisch  ist,  so  müssen  in  bezug 
auf  ein  Hauptachsensystem  die  Tangentialspannungen  verschwinden. 
Konstruiert  man  also  um  eine  Stelle  innerhalb  einer  kontinuierlich  ver- 
breiteten Masse  ein  kleines  Parallelepiped,  dessen  Flächen  Haupt- 
ebenen darstellen,  so  erfährt  dieses  Parallelepiped  überhaupt  keine 
Tangentialspannungen. 

Um  schließlich  den  Zusammenhang  zu  finden,  der  zwischen  den 
Spannungskomponenten  und  der  Flächenkraft  ^'  besteht,  die  auf  ein 
beliebig  gerichtetes  Flächenelement  wirkt,  beachten  wir,  daß  der  in 
Gl.  3  auftretende  Winkel  a  nichts  anderes  ist  als  der  Winkel,  den  die 
Richtung  des  Vektors  ^  mit  dem  Einheitsvektor  n  einschHeßt,  der  auf 
dem  Flächenelement  normal  nach  außen  errichtet  wird.  Es  ist  also  (nach 
Gl.  14  des  §  2) 

(10)  cos  a  =  cos  ($,  x)  cos  (n,  x)  -|-  cos  (^,  y)  cos  (n,  y)  -{-  cos  (^,  z)  cos  (n,  z). 


§  13.   Die  Spannung.  49 


Multiplizieren  wir  diese  Gleichung  noch  mit  dem  Vektor  ^,  so  erhalten 
wir  auf  der  linken  Seite  den  Vektor  ^' ;  in  die  rechte  Seite  wollen  wir 
die  Werte  aus  den  Gl.  4  einsetzen.     Dann  finden  wir 

(11)  ^'=  ^(,)  cos  (n,  x)  +^(,)  cos  (n,  y)  +^„)  cos  (n,  z) 

oder  in  analytischer  Schreibweise,  wenn  wir  die  Symmetrie  des  Spannungs- 
tensors berücksichtigen, 

(12)  P^'-=  f^^  cos  (n,  x)-^f^y  cos  (n,  ly)  +  Pxz  cos  (n,  ^) . 

Zwei  analoge  Gleichungen  gelten  für  die  y-  und  die  ^-Komponente  des 
Vektors  ^',  so  daß  also  dieser  Vektor,  der  die  auf  ein  beliebiges  Flächen- 
element wirkende  Flächenkraft  darstellt,  als  eine  lineare  Funktion  des 
zur  Fläche  normalen  Einheitsvektors  und  des  Spannungstensors  erscheint. 


\ 


Haas,  Vektoranalysis. 


m.  Kapitel 

Die  Vektorfelder. 

§  14.    Die  yektoriellen  Differentialoperationen. 

Betrachten  wir  ein  Vektorfeld  und  denken  wir  uns  in  diesem  ein 
Koordinatensystem  gelegt,  so  erscheinen  die  drei  Komponenten  des 
Vektors,  der  5{  genannt  werde,  als  Funktionen  der  Koordinaten, 
und  es  können  daher  neun  partielle  Differentialquotienten  nach 
dem  Schema  gebildet  werden 


(1) 


dÄ, 

dÄ, 

dx 

dy 

dÄ, 

dA„ 

dx 

dy 

BÄ, 

dA, 

dx 

dy 

dA^ 

dx 

dA, 

dx 

dA, 


dx 

Wir  wollen  es  nun  untersuchen,  wie  sich  bei  dem  Übergang  zu  einem 
anderen  Koordinatensystem  diese  neun  Größen  transformieren.  Wir 
berechnen  also  zunächst  den  Ausdruck  dAJIdx'.  Dabei  ist  nach  den 
Gl.  3  des  §  4 

und  ebenso,  weil  ja  x,  y,  z  die  Komponenten  eines  Vektors  sind,  der  von 
dem  Koordinatenursprung  zu  dem  betrachteten  Punkt  des  Feldes  ge- 
zogen wird, 

(3)  x'^a^x-\-  ß-i^y^y^z  . 
Andererseits  ist  (nach  Gl.  5  des  §  4) 

(4)  x  =  a^  x'-\-  «2  2/'+  «3  z'  , 

wobei  also  (gemäß  Gl.  1  des  §  4)  a^,  ß-^,  y^  die  Kosinus  der  Winkel  sind, 
die  die  neue  o'-Achse  mit  den  drei  alten  Achsen  einschließt  usw. 
Da  A^'  eine  Funktion  der  Koordinaten  x,  y,  z  ist,  so  wird 

,(,.  dAjf  dA:,'     dx  dAJ     dy         dAJ    dx 

^^  dx'    ~  ~d^  ~d¥  +  ~dy~  ~dx^  +  ~ö^  ~d^'  ' 

Nun  ist  aber  nach  Gl.  4  (und  den  beiden  analogen  für  y  und  z) 

.(^)  -ö^^«!'    'dx'  =  ß^^    -dx'-y^ 
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und  andererseits  nach  Gl.  2 

(')  -^0^  =  «!-^^  +  ^1  öx  +  y^^  ' 

-Daher  wird 

j    ,      =  «1  ttt   -r \-  tti  Pi  -3-^ H  Ol  Vi  -i^i 

t- 7.  «1 -g^  + /i  Ä -gr  +  ?'i  3'i  "ä^  • 

In  völhger  Analogie  zu  Gl.  5  finden  wir 

dAJ   _  BA^'    Bjc         BA:r'    By         BAr'     Bz 
By'  Bx     By'    '      By      By'  8x     By' 

oder  nach  Gl.  6 

/Qx  dAJ  BAJ     ,    ^    BA,'  BAJ 

Wir  erhalten  also  den  partiellen  Differentialquotienten  dA^'/dy',  indem 
wir  in  allen  Gliedern  der  Gl.  8  dem  ersten  Faktor  statt  des  Index  1 
den  Index  2  geben.  Wie  ein  Vergleich  mit  den  Gl.  6  und  8  des  §  10  zeigt, 
transformieren  sich  also  die  neun  partiellen  Differentialquotienten  in 
der  Tat  wie  die  Produkte  aus  den  Komponenten  zweier  Vektoren.  Die 
neun  partiellen  Differentialquotienten  der  Komponenten  eines 
Vektors  nach  den  Koordinaten  stellen  also  die  Komponenten  eines 
Tensors  dar. 

Hieraus  können  wir  sogleich  drei  wichtige  Folgerungen  ziehen. 
Nach  Gl.  10  des  §  10  muß  ja  die  Summe  der  Tensorkomponenten 
erster  Art  einen  von  dem  Koordinatensystem  unabhängigen  Skalar 
darstellen;  in  unserem  Falle  bezeichnen  wir  ihn  mit  einem  Ausdruck, 
dessen  Bedeutung  später  (§19)  ersichtlich  werden  wird,  als  die  Diver- 
genz des  Vektors  und  gebrauchen  dafür  das  Symbol  div  51.  Es 
ist  also 

Andererseits  stellen  nach  Formel  (11)  des  §  10  die  paarweise  gebildeten 
Differenzen  der  Tensorkomponenten  zweiter  Art  wiederum  die 
Komponenten  eines  Vektors  dar,  der  in  unserem  Falle  mit  einem  Aus- 
druck, dessen  Bedeutung  ebenfalls  später  ersichtlich  werden  wird,  als 
die  Kotation  des  Vektors^  bezeichnet  wird.  Für  sie  wird  das  Symbol 
rot^  gebraucht.  Ihre  Komponenten  in  bezug  auf  ein  beliebiges  Ko- 
ordinatensystem sind  durch  die  folgenden  Gleichungen  bestimmt,  in 
denen  der  Eicht ungssinn  der  Kotation  jedoch  erst  definitionsweise 
durch  die  Eeihenfolge  der  Glieder  auf  der  rechten  Seite  festgelegt  wird.^ 


1  Auch  als  „Rotor  von  31"  oder  als  ,,curl  von  51". 

2  Siehe  Gl.  17  des  §  19. 

4* 


52 


Es  ist 


(11) 


Die  Vektorfelder. 


rot3 
rot,^ 


ÖA 

Ö^v 

dy 

■    d% 

dx 

dx 

dx 

Aus  dem  Vektor  läßt  sich  ferner  für  jede  Stelle  des  Feldes  (nach 
Gl.  24  des  §  10)  ein  symmetrischer  Tensor  ableiten,  der  als  die 
Dilatation  des  Vektors  bezeichnet  werden  möge.^  Seine  Komponenten 
sind 

dx    '  ^^^ 

1    /Ö^x 


(12) 


'xy         ^yx 


dy 


+ 


dA, 
dy 

dAy 


dA, 

dx 


2    l     dx 


dx    j.' 

dA, 


4(^  +  ^) 


Multiplizieren  wir  endlich  die  neun  partiellen  Differentialquotienten 
des  Vektors  51  nach  den  Koordinaten  nach  dem  entsprechenden  Schema 
(Gl.  12  des  §  10)  mit  den  Komponenten  eines  anderen  Vektors  S,  so 
müssen  wir  (nach  §  10)  wiederum  die  Komponenten  eines  Vektors 
erhalten,  der  bezeichnet  wird  als  der  auf  den  Vektor  ^  bezogene 
Gradient  desVektors^;  für  ihn  wird  das  Symbol  gebraucht  (33  grad)  ^. 
Nach  der  Definition  dieser  Rechenoperation  ist  also 


(13) 


BA. 


+  il- 


dx 


^.+ 


B. 


dA, 
dy 

dA, 
dy 

dA, 


B. 


B. 


A.+ 


dA, 

dx 
dA, 
dx 
dA, 
dx 


B, 


«■1 


B. 


+  ^"0^^^+    dy 
oder  auch  (nach  Gl.  5  des  §5) 

(14)        (33  grad)  31  =  i  (33  grad  A^)  +  j  (^  grad  A^)  +  f  (ß  grad  A,)  . 

Die  durch  diese  Gleichung  dargestellte  Rechenoperation  wird  uns 
verständlich,  wenn  wir  in  dem  Vektorfelde  um  einen  Punkt  0,  in  dem 
der  Vektor  den  Wert  31q  habe,  einen  kleinen  Bereich  abgrenzen  und 
innerhalb  dessen  einen  Punkt  P  betrachten,  in  dem  der  Vektor  den  Wert 
31  habe;  die  gerichtete  Strecke  OP  werde  mit  r  bezeichnet.  Dann  ist 
(nach  Gl.  10  des  §  5) 

A^  =  A^^-^X'gYSiäA^ 

oder  (nach  der  Regel  für  das  innere  Produkt) 


^  Diese  Bezeichnung  ist  in  ihrer  Allgemeinheit  sonst  nicht  gebräuchlich  und  wird 
nur  für  die  Betrachtungen  dieses  Buches  eingeführt. 
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(15)  A,  =  Ä^o  _^  ,^  ^^r^^-^r,  ^^^ 


Es  ist  also,  wie  ein  Vergleich  mit  Gl.  13  zeigt, 

(16)  ^=^o+(^grad)^. 

An  der  GL  15  können  wir  leicht  eine  für  eine  spätere  Betrachtung 
wichtige  Umformung  vornehmen.  Indem  wir  nämlich  die  Komponenten 
der  Dilatation  von  %  einführen,  setzen  wir 

(17)  ^,=  ^/  +  ^.,+  i(^  +  ^),,+  i(^  +  ^),,+  ^," 

und  finden  dann  durch  einen  Vergleich  zwischen  den  Gl.  17  und  15  für 
die  erst  zu  ermittelnde  Größe  Ay." 

oder 

2^^"  =—  rot,  ^  •  r^  +  rot^  ^  •  r,  . 

Die  Größe  AJ'  und  die  in  analoger  Weise  gebildeten  Größen  Ay"  und 
A^"  stellen  also  die  Komponenten  eines  Vektors  ^"  dar,  der  seinerseits 
das  halbe  Vektorprodukt  aus  der  Kotation  von  %  und  dem  Vektor  X  ist. 
Es  ist 

(18)  ^"-:l[rot^,r]. 

Demnach  kann  gesetzt  werden 

(19).  ^=^o-f  iM^,r]+^', 

Avobei  der  Vektor  ^'  eine  lineare  Funktion  des  Vektors  t  und  der  Dilatation 
von  ^  ist. 

Von  den  einfachen  wollen  wir  nun  zu  den  sogenannten  kombinierten 
vektoriellen  Differentialoperationen  übergehen.  Da  der  Gradient  eines 
ein  Feld  bildenden  Skalars  selbst  einen  Vektor  darstellt,  können  wir 
von  ihm  wiederum  Divergenz  und  Rotation  bilden.  Die  Divergenz 
des  Gradienten  eines  Skalars  wird  auch  als  die  LAPLACESche  Ab- 
leitung des  Skalars  bezeichnet,  und  für  sie  wird  das  Symbol  A  S  gebraucht. 
Es  ist  nun 

fi  a  fi 

div  grad  S=AS=j^  (grad^  >S')  +  ^  ^-  (grad,  S)  +  ^  (grad,  S) 

oder  (nach  Gl.  5  des  §  5) 

(20)  divgradS'=J,S=-^+-^-^,  +-^  . 

Betrachten  wir  nun  einen  beliebigen  Vektor  ^,  so  ist 

Bilden'  wir  die  analogen  Gleichungen  für  Ay  und  A^  und  multiplizieren 
wir  sie  mit  i,  j,  f  und  addieren  wir  sie  sodann,  so  erhalten  wir  auf  der 
rechten  Seite  'den  Ausdruck 
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Da  die  ein-  oder  zweimalige  Differentiation  eines  Vektors  nach  einem 
Skalar  wiederum  einen  Vektor  ergibt,  so  stellt  der  Ausdruck  (21)  die 
Summe  dreier  Vektoren,  also  selbst  einen  Vektor  dar,  den  wir  mit  A% 
bezeichnen.     Es  ist  also 

(22)  A%=lAA^-^\AA,^lAA,. 
Für  die  Eotation  des  Gradienten  finden  wir 

rot.  (grad  S)  =  ^  (g^ad,  S)  -  ^  (grad,  S)  =  ^  (||)  _  ^  (4|)  =  0  . 

Da  Analoges  auch  für  die  ij-  und  die  ^-Komponente  der  Eotation  des 
Gradienten  gilt,  ist  also 

(23)  rot  grad  ,S'  =  0  . 

Von  der  Eotation  eines  Vektors  können  wir  natürlich  abermals  die 
Divergenz  und  die  Eotation  bilden.  Wir  finden,  wenn  wir  zunächst  die 
Divergenz  der  Eotation  berechnen, 

und  somit,  wenn  wir  auch  die  Gleichungen  hinzufügen,  die  sich  durch 
zyklische  Vertauschung  ergeben,  und  sodann  addieren, 

A-        i^^-i^^-    _  ^1^\    '    IJ^A^  _J1A±.]    1    /  ö''A,  6^4,  \ 

aivrot^  —  (^^^^^         öxö?  j^U^öx         dydx)  ~^\dxdx         dxdyj  ' 

Es  ist  also 

(24)  div  rot  ^  =  0  . 
Andererseits  ist 

rot,  (rot  51)  =  y^-  (rot,  21)  -  -^  (rot,  21) 

^    d    IdA,         dAA         d    (dA,         dAA 
dy  \  dx  öy  I         dx  \   dz  dx  j 


d'Ay  d^A,         d''A,         d-'A, 


oder 


dxdy  dy^  dz*  dxdz 


rot,  (rot  21)=^  (div  21) -zl  .4, 


Es  ist  also 

(25)  rot  rot  21=  grad  div  21-/1 21. 

Weiterhin  wollen  wir,  da  dies  für  spätere  Betrachtungen  wichtig 
ist,  die  Divergenz  und  die  Eotation  berechnen  einerseits  von  dem  Pro- 
dukte aus  einem  Skalar  und  einem  Vektor  und  andererseits  von  dem 
Vektorprodukte  zweier  Vektoren.  Wir  berechnen  zunächst  also  div  ('S'2l), 
wobei  sowohl  der  Skalar  S  als  auch  der  Vektor  2t  als  Funktionen  des 
Ortes  gedacht  sind.     Es  ist  dann 
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oder 

(26)  div  (,S'^)  =  >S'  div  ^  +  ^  .  grad  S. 
In  analoger  Weise  finden  wir 

rot.(,S'3l)=^.S-^,9  +  .4,f-.4,4f 
oder 

(27)  rot  (6'^)  =  >S'  rot  ^  +  [grad  S\  ^] . 

Um  weiterhin  die  Divergenz  eines  Vektorproduktes  zu  finden,  gehen 
wir  von  der  Gleichung  aus 

Dann  finden  wir 

\,  dx  ^         -J^         dx        '-^    ^     dx        ^'         dz       ^         dz       ^ 

FolgUch  ist 

div  [^  »]  =  -  A^  rot^  ^  -  A,,  rot^  «  -  ^,  rot,  35 
+  B^  rot^  ^  +  5^  rot^  ^+B,  rot,  ^  . 

Da  wir  auf  der  rechten  Seite  dieser  Gleichung  das  innere  Produkt  von 
^  und  rot  ^,  bzw.  von  33  und  rot  31  erkennen,  ist  also 

(28)  div  [3r  33]  =  -  31  rot  «  +  ^  rot  31 . 
In  ähnlicher  Weise  finden  wir 

rot, [9t  »J  =  -^  1 91  «1  -  ^  [9t  »1  =  ^  (J.B.  -  A,B^) 

-±{A,B^-A,B,) 
oder 

rot,  [31 «]  =  J,  div  ^  -  J.  ^^1  -  J,  ^  -  A  ^ 

-  ß.div3l  +  B.  ^  +  ß,-^  +  B,  ^^^ 


^   dx    ^     y   dy     '    ^   dz 
Indem  wir  die  Gl.  13  berücksichtigen,  finden  wir  so 

(29)      rot  [31  ^]  =  31  div  ®  -  «  div  31  +  (^  grad)  31  -  (31  grad)  ^  . " 

Endlich  möge  noch  der  Gradient  des  inneren  Produktes  zweier  Vek- 
toren untersucht  werden,  jedoch  nur  der  spezielle  Fall  (denn  nur  dieser 
wird  benötigt),  daß  das  innere  Produkt  aus  einem  Vektor  mit  sich  selbst 
gebildet  wird.     Wir  finden  dann  zunächst 
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grad.  (9t %)  =  ^{a^^  +  A,^  +  A^-^ 

Hierfür  können  wir  aber,  indem  wir  die  Gl.  13  zu  verwerten  suchen,  auch 
schreiben 

i  grad.  (Ä^)  =  A^  '^-  +  A,^  +  A.^+A^[^-^) 

Es  ist  also 

(30)  grad  {^\  =  {%  grad)  %  +  [%  rot  ^j  . 


§  15.   Der  Satz  von  Gauss. 

Denken  wir  uns  innerhalb  eines  Vektorfeldes  ein  Flächenelenient 
von  der  Größe  d  f  und  ist  ^  der  Wert  des  Vektors  an  der  betreffenden 
Stelle,  so  bezeichnen  wir  mit  An  die  Komponente  des  Vektors  in  der 
Kichtung  der  von  dem  Flächenelement  nach  außen  weisenden  Nor- 
malen. Das  Produkt  Andf  nennen  wir  dann  den  Fluß  des  Vektors 
durch  das  Flächenelement.  Das  über  eine  geschlossene  Fläche 
erstreckte  Integral  der  Normalkomponente  des  Vektors  wird 
als  der  gesamte  Vektorfluß  durch  die  geschlossene  Fläche  be- 
zeichnet. 

Nun  kann  A^  aufgefaßt  werden  als  inneres  Produkt  aus  dem  Vektor  51 
und  einem  Einheitsvektor  n  in  der  Eichtung  der  nach  außen  weisenden 
Normalen.  Die  Komponenten  dieses  Einheitsvektors  sind  cos  (n,  x), 
cos  {n,y),  cos  (n,z),  und  somit  ist  (nach  Gl.  13  des  §  2)  der  gesamte  Vektorfluß 

(1)  jAJf  =JÄ,  cos  (n,  x)  df  -i-jA,  cos  (n,  ij)  df  +Ja,  cos  (n,  z)df. 

Wir  denken  uns  nun,  um  den  Vektorfluß  zu  berechnen,  ein  Ko- 
ordinatensystem konstruiert  und  sodann  den  von  der  Fläche  umschlossenen 
Eaum  in  lauter  Scheiben  parallel  der  x-?/-Ebene  und  diese  Scheiben 
dami   abermals   parallel   der   ic-^^-Ebene   zerschnitten.      Es   ergeben   sich 


Fig.  17. 

derart  stangenförmige  Elemente,  die  die  Eichtung  der  ic-Achse 
haben.  Die  Endflächen,  die  eine  solche  Stange  begrenzen  (Fig.  17),  mögen 
die  nach  außen  weisenden  normalen  Einheitsvektoren  rii  und  1X2  nnd  die 
Größen  df^  und  df^  haben.    Die  Werte,  die  eine  beliebige  eindeutige, 
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f^tetige  Funktion  der  Koordinaten,  die  wir  S  nennen  wollen,  an  den 
btellen  der  beiden  Flächenelemente  hat,  mögen  mit  S\  und  S'g  bezeichnet 
werden.    Dabei  soll  der  Index  1  der  Stelle  mit  kleinerer,  der  Index  2  der 
Stelle  mit  größerer  a*-Koordinate  entsprechen. 
Wir  wollen  nun  das  Integral  berechnen 


/ 


yS  cos  {n,  x)  df . 

Es  ist  klar,  daß  wir  dieses  Integral  erhalten,  wenn  wir  für  jede  einzelne 
Stange  den  Ausdruck  bilden 

*S'i  J/i  cos  (Tti,  x)  +  S'2  ^/a  cos  (rtg,  x) 

and  sodann  über  sämtliche  Stangen  summieren.     Nun  ist  aber 

äf^  cos  {n^,  x)  =— dy  dz  , 

wobei  das  negative  Vorzeichen  deshalb  zu  nehmen  ist,  weil  die  nach 
außen  weisende  Normale  n^  mit  der  x- Achse  jedenfalls  einen  stumpfen 
\\'inkel  bilden  muß,  wenn  eben  df^  das  Flächenelement  mit  der  kleineren 
.T-Koordinate  ist.     Hingegen  ist 

df^cos{n^,x)==-\-dydz, 

weil  112  mit  der  a'-Achse  jedenfalls  einen  spitzen  Winkel  bildet. 

Es  ist  somit  der  Anteil,  den  zu  dem  über  die  ganze  geschlossene 
Fläche    erstreck'ten    Integral    das    betrachtete    stangenförmige    Element 

liefert,  gleich 

{S2~  S-j^)  dy  dz  . 

Nun  ist  aber  ^^ 

(2)  S,-S,=/4frf., 

Avenn  x^  und  X2  die  ir-Koordinaten  der  beiden  Begrenzungsflächen  der 
Stange  sind.  Somit  findet  man  für  das  über  die  ganze  geschlossene  Fläche 
erstreckte  Integral 

(3)  fSw^n,x)df=Jfj'^dxdydz=f^dT, 

wenn  wir  mit  dr  das  Volumelement  bezeichnen. 

Die  Gl.  3  gilt  für  jede  beliebige  eindeutige  stetige  Funktion  d^r 
Koordinaten.  Da  A^,  Ay,  A^  solche  Funktionen  sind,  so  können  wir  somit 
mittels  der  Gl.  3  jedes  der  drei  Integrale  umformen,  die  auf  der  rechten 
Seite  der  Gl.  1  stehen.     Wir  finden  so 

oder 

(4)  fA,df=Jdiy'^dT. 

Der  Vektorfluß  durch  eine  geschlossene  Fläche  ist  gleich  dem 
Integral   der   Divergenz   des  Vektors,   erstreckt   über    das   ge- 
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samte  von  der  Fläche  umschlossene  Volumen.  Diese  wichtige 
Beziehung  wird  nach  ihrem  Entdecker  als  der  Satz  von  Gauss  be- 
zeichnet. 

Aus  dem  Satze  von  Gauss  ergibt  sich  ein  anderes  wichtiges  Theorem, 
wenn  man  den  beliebig  gelassenen  Vektor  %  gleich  setzt  dem  Produkte 
aus  einem  Skalar  und  dem  Gradienten  des  Skalars.  Nach  Gl.  26  und  20 
des  §  14  ist 

(5)  div  (S  grad  S)  =  SA  Ä+  (grad  >S)2 . 

Andererseits  wird  nach  dem  Satze  von  Gauss  bei  der  Integration  über 
eine  geschlossene  Fläche  ' 

(6)  Jdiv  (S'grad.SV?T  =  r>S'grad„.Sd/. 

Ist  nun  im  besonderen  das  Feld  so  beschaffen,  daß  an  seinen  Grenzen 
der  Gradient  des  Skalars  verschw^indet,  dann  werden  beide  Seiten 
der  Gl.  6  Null,  und  nach  Gl.  5  wird  somit  bei  der  Integration  über  das 
ganze  Feld 

(7)  J>SzI>S^T=-J(grad,S')2r/r  . 

Diese  wichtige  Beziehung  wird  nach  ihrem  Entdecker  als  der  Satz  von 
Green  bezeichnet. ^ 


§  16.    Die  Vektorlinien. 

Durch  jeden  Punkt  eines  Vektorfeldes  (das  wir  in  einem  bestimmten 
Augenblick  betrachten  wollen)  können  wir  eine  Kurve  folgendermaßen 
konstruieren.  Wir  schreiten  von  dem  Punkte  in  der  Richtung,  die  für 
diesen  Punkt  der  Vektor  hat,  bis  zu  einem  benachbarten  Punkte  fort, 
von  diesem  in  der  Richtung  weiter,  die  für  diesen  neuen  Punkt  der 
Vektor  hat  und  so  fort.  Wir  erhalten  dann  eine  Kurve,  deren  Kurven- 
element  {d5)  überall  dieselbe  Richtung  hat  wie  der  Vektor  selbst. 
Die  Differentialgleichung  der  Kurve  kann  somit  in  der  Form  dargestellt 
werden 
(1)  [%ds]=^0. 

Eine  derartige  Kurve  bezeichnet  man  als  eine  Vektorlinie.  Zwei 
Vektorlinien  können  einander  offenbar  nie  schneiden.  Denn  täten 
sie  es,  so  müßte  ja  in  dem  Schnittpunkt  der  Vektor  gleichzeitig  zwei 
verschiedene  Richtungen  haben,  was  natürlich  unmöglich  ist.  Ein  Bündel 
von  Vektorlinien,  das  man  durch  eine  kleine  Fläche  legt,  stellt  eine  so- 
genannte Vektorröhre  dar.  Ist  ihr  Querschnitt  sehr  klein,  so  wird 
sie  auch  als  Vektorfaden  bezeichnet. 


1  Außer  der  Gl.  7  lassen  sich  aus  dem  Satze  von  Gauss  noch  andere  Integral- 
sätze ableiten,  die  mit  der  Gl.  7  unter  der  Bezeichnung  der  Green  sehen  Sätze  zu- 
sammengefaßt werden. 
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Wir  denken  uns  nun  aus  einer  derartigen  Vektorröhre  ein  Stück 
herausgeschnitten,  das  durch  zwei  zu  der  Köhre  senkrechte  Flächen- 
stücke begrenzt  werde  (Fig.  18).  Durch  das  eine  ^Flächenstück  von  der 
(jröße  q^  mögen  die  VektorHnien  (deren  Eichtungssinn  sich  mit  dem 
Richtungssinn  des  Vektors  deckt)  eintreten, 
durch  das  andere  Flächenstück  von  der  Größe 
q^  mögen  die  Vektorlinien  austreten.  Der 
Vektor  habe  an  den  Stellen  der  beiden  Flächen- 
stücke die  Beträge  A^  und  Äc^.  Durch  die 
beiden  Flächenstücke  und  durch  die  Röhren- 
wand ist  dann  ein  Volumen  umschlossen,  und 
das  über  dieses  Volumen  erstreckte  Integral 
der  Divergenz  des  Vektors  muß  nach  dem 
Satze  von  Gauss  gleich  sein  dem  gesamten 
Vektorfluß  durch  die  Begrenzung  dieses  Vo- 
lumens. Nun  verschwindet  aber  der  Vektor- 
fluß durch  die  Röhren  wand,  weil  ja  überall 
die  Richtung  des  Vektors  in  die  Tangential- 
ebene der  Röhrenwand  fällt,  die  von  Vektor- 
linien gebildet  wird.  Da  die  beiden  Flächenstücke  wiederum  senkrecht 
auf  der  Vektorröhre  stehen,  so  ist  also 

(2)  Jdiv^^r  =-^151  +  ^2^2 

(denn  die  nach  außen  weisende  Flächennormale  des  ersten  Flächenstückes 
ist  ja  der  Richtung  von  %  entgegengesetzt). 

Aus  der  Gl.  2  ergeben  sich  wichtige  Folgerungen  für  den  besonderen 
Fall,  daß  der  Vektor  %  seinerseits  die  Rotation  eines  anderen  Vektors 
darstellt.  Man  bezeichnet  dann  das  Feld  des  Vektors  %  als  ein  Wirbel- 
feld  und  spricht  dementsprechend  von  Wirbellinien,  Wirbelröhren 
und  Wirbelfäden.  In  einem  Wirbelfeld  muß  natürlich  (nach  Gl.  24 
des  §  14)  überall  die  Divergenz  verschwinden,  und  für  ein  Wirbel- 
feld ergibt  sich  somit  aus  der  Gl.  2  die  einfache  Beziehung 

(3)  Ä^q^=^A^q^. 

Längs  einer  Wirbelröhre  ist  also  das  Produkt  aus  dem  Betrage 
des  Vektors  und  dem  Querschnitt  der  Röhre  konstant. ^  Um- 
gekehrt läßt  die  Konstruktion  von  Wirbelröhren,  in  die  man  das  Wirbel- 
feld zerlegt,  es  erkennen,  wie  sich  im  Felde  von  Stelle  zu  Stelle  der  Betrag 
des  Vektors  ändert;  er  ist  an  jeder  Stelle  umso  größer,  je  mehr  sich 
dort  die  Wirbelröhre  verengt.  Die  Richtung  des  Vektors  stimmt  natür- 
lich andererseits  überall  mit  der  Richtung  der  Vektorröhre  überein.  Aus 
der  Gl.  3  folgt  auch  ohne  weiteres,  daß  Wi^bellinien  innerhalb  des 
Wirbelfeldes  wieder  beginnen  noch  endigen  können  und  somit 
innerhalb  des  Feldes  geschlossene  Kurven  darstellen  müssen. 

1  Dieses  Produkt  wird  als  das  Moment  der  Wirbelröhre  bezeichnet. 
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Ein  Wirbelfeld  läßt  sich  also  durch  die  Konstruktion  der  Wirbel- 
röhren in  einfacher  Weise  graphisch  darstellen,  und  da  auf  griechisch 
die  Köhre  Solen  heißt,  so  wird  das  Feld  eines  Vektors,  dessen  Divergenz 
überall  verschwindet,  auch  als  solenoidales  Vektorfeld  bezeichnet. 
Das  Gegenstück  zu  einem  Wirbelfeld  stellt  das  Feld  eines  Vektors  dar, 
der  seinerseits  der  Gradient  eines  Skalars  ist.  Ein  derartiges  Vektor- 
feld wird  am  einfachsten  graphisch  dargestellt  durch  Konstruktion  der 
Niveauflächen  des  Skalars.  Der  Vektor  steht  dann  gemäß  der  De- 
finition des  Gradienten  (§  5)  überall  senkrecht  auf  den  Niveauflächen, 
wodurch  seine  Eichtung  bestimmt  ist.  Andererseits  erfüllt  aber  (gemäß 
Gl.  10  des  §  5)  der  senkrechte  Abstand  a^^.  zweier  benachbarter  Niveau- 
flächen (wenn  Ä  der  Betrag  des  Vektors  ist)  die  Beziehung 

(4)  «.2  =  -^^- 

Denken  wir  uns  also  das  Vektorfeld  durch  die  Niveauflächen  in  dünne 
Scheiben,  in  sogenannte  Lamellen  zerlegt,  so  ist  die  Dicke  der 
Lamellen  nach  Gl.  4  überall  umgekehrt  proportional  dem  Be- 
trage des  Vektors  (Fig.  19).  Da  durch  die 
Konstruktion  der  Lamellen  ein  derartiges  Vektor- 
feld einfach  graphisch  dargestellt  werden  kann, 
so  bezeichnet  man  das  Feld  eines  Vektors,  der 
seinerseits  den  Gradienten  eines  Skalars  bildet, 
als  ein  lamellares  Vektorfeld. 

Ist  uns  nun  ein  ganz  beliebiges  Vektor- 
Fig.  19.  feld  gegeben  (das  also  weder  solenoidal  noch 

lamellar  zu  sein  braucht),  so  können  wir  durch 
die  Vektorlinien  nicht  nur  allenthalben  die  Eichtung  des  Vektors,  sondern 
mittels  einer  einfachen  Festsetzung  auch  den  Betrag  des  Vektors 
graphisch  darstellen.  Diese  Festsetzung  braucht  bloß  zu  verlangen, 
daß  die  Zahl  der  Vektorlinien,  die  irgendein  Flächenelement  im 
Felde  durchsetzt,  bis  auf  einen  für  das  Feld  überall  gleich  anzunehmenden 
willkürlichen  Proportionalitätsfaktor  gleich  sei  dem  Vektorfluß  durch 
dieses  Flächenelement.  Ist  aber  das  Feld  nicht  im  besonderen  solenoidal, 
so  müssen  wir  dann  innerhalb  der  Vektorröhren  auch  Vektorlinien 
beginnen  oder  enden  lassen.  Aus  einem  Eöhrenstück,  das  gemäß 
Fig.  18  begrenzt  ist,  müssen  ebenso  viele  Vektorlinien  neu  entspringen 
als,  multipliziert  mit  dem  erwähnten  Proportionalitätsfaktor,  das  über  das 
abgegrenzte  Volumen  erstreckte  Integral  der  Divergenz  beträgt.  Ist 
dieses  Volumintegral  negativ,  so  bestimmt  es  die  Zahl  der  Vektorlinien, 
die  in  dem  Eöhrenstück  enden. 

§  17.    Der  Satz  von  Stokes. 

Da  der   Satz  von   Gauss  eine  einfache  Möglichkeit  bietet,  um  ein 
über    eine    geschlossene    Fläche    erstrecktes    Oberflächenintegral    in    ein 
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Integral  über  das  umschlossene  Volumen  zu  verwandeln,  so  liegt  der 
Gedanke  nahe,  auch  das  über  eine  geschlossene  Kurve  erstreckte 
Linienintegral  dahin  zu  untersuchen,  ob  es  sich  nicht  in  ein  Flächen- 
integral verwandeln  läßt,  das  über  die  von  der  Kurve  umschlossene 
Fläche  zu  erstrecken  wäre. 

Wir  grenzen  in  einem  Vektorfelde  um  einen  Punkt  0  einen  kleinen 
Bereich  ab,  der  aber  so  klein  sei,  daß  in  ihm  die  partiellen  Differential- 
quotienten der  Vektorkomponenten  nach  den  Koordinaten  als  konstant 
angesehen  werden  können.  Mit  dem  Punkte  0  als  Ursprung  legen  wir 
nun  ein  Koordinatensystem  (x,  y,  z),  dessen  Achsen  den  Hauptachsen  des 
Dilatationstensors  an  dieser  Stelle  entsprechen  mögen.  Dann  ist  nach 
Gl.  19  des  §  14  innerhalb  des  Bereiches 

(1)  ^=^o+iM^,r]  +  ^'. 

Hierbei  ist  (nach  Gl.  12  des  §  14),  weil  ja  %'  eine  lineare  Funktion  des 
Vektors  r  mit  den  Komponenten  x,  y,  z  und  des  Dilatatipnstensors  ist, 

(2)  -V  =  -^.         -^/=."^'         -4/=~'4^- 

Wir  denken  uns  nun  in  "dem  kleinen  Bereich  eine  beliebige  ge- 
schlossene ebene  Kurve  gezogen,  die  mit  allen  ihren  Elementen  in 
dem  Bereiche  liege.  Für  das  Linienintegral  des  Vektors  längs  der 
Kurve  ergibt  sich  dann  nach  Gl.  1  der  Wert 


dz . 


(8)    \%  r/6  =  ^0  r^5  -j-  -I  J[rot  %,  x\  cH  +jA^'dx  -\-^Aydy  ^Ja, 

Nun  ist  das  zwischen  Anfangs-  und  Endpunkt  einer  Kurve  genommene 
Integral 

(4)  Jd5=i(x2- x^)  +  i  (7/2 - v/i)  +  ^  (^2 - ^1)  . 

wenn  x^,  y^,  z^  die  Koordinaten  des  Anfangspunktes  und  X2,  7/2»  ^2  ^^^  ^^^ 
Endpunktes  sind.  Für  eine  geschlossene  Kurve  fallen  aber  Anfangs- 
und Endpunkt  zusammen,  und  somit  entfällt  das  erste  GHed  auf  der 
rechten  Seite  der  Gl.  3. 

Andererseits  ist  nach  Gl.  2,  weil  innerhalb  des  Bereiches  die  partiellen 
Differentialquotienten  der  Vektorkomponenten  nach  den  Koordinaten  als 
konstant  angesehen  werden  können, 

(5)  fA,'dx  =  -^fxdx. 
Nun  ist  aber  für  eine  geschlossene  Kurve 


/ 


xdx  =  ^-'^  =  0  . 


Es  verschwinden  somit  auch  die  letzten  drei  Integrale  der  Gl.  3.     Die 
Gl.  3  läßt  sich  daher  auf  die  Form  vereinfachen 

(6)  J^J6  =  jJ[rot^,r]J5. 
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Fig.  20. 


Nach  der  schon  oft  benutzten  vektoralgebraischen  Formel  (Gl.  23  des 
§  2)  ist  aber  nun 

(7)  [rot  %  r]  is  =  [r  d%]  rot  ^  . 

Da  innerhalb  des  Bereiches  die  partiellen  Differentialquotienten  der 
Vektorkomponenten  nach  den  Koordinaten  als  konstant  angesehen 
werden  sollen,  so  gilt  dasselbe  auch  von  der  Rotation  des  Vektors,  und 
die  Gl.  6  nimmt  somit  die  Form  an 

(8)  j%ä%==mt%jl[xd^. 

Nun  ist  aber  |[r  J5]  dem  Betrage  nach  nichts  anderes  als  der  Inhalt 
eines  Dreiecks,  das  den  Punkt  0  zur  Spitze  und  die  Strecke  d%  zur  Basis 

hat  (Fig.  20).  Es  ist  daher  das  Integral  auf 
der  rechten  Seite  der  Gl.  8  ein  Vektor,  dessen 
Betrag  gleich  ist  dem  Inhalt  der  von  der  Kurve 
umschlossenen  Fläche,  der  auf  dieser  ebenen 
Fläche  senkrecht  steht  und  der  einen  solchen 
Richtungssinn  hat,  daß,  von  seiner  Spitze  ge- 
sehen, der  Umlauf  der  begrenzten  Kurve  dem 
Uhrzeiger  entgegengesetzt  erscheint.^ 

Nennt  man  den  in  diese  Richtung  fallenden 
Einheitsvektor  n  und  den  Inhalt  der  von  der 
Kurve  umschlossenen  Fläche  /,  so  ist  also  das  Integral  der  rechten  Seite  der 
Gl.  8  gleich  n/,  und  es  ist  daher  für  einen  hinreichend  kleinen  Bereich 

(9)  j%ds=n  rot  %  f  . 

Das  innere  Produkt  aus  der  Rotation  und  dem  Einheitsvektor  n  stellt 
aber  nichts  anderes  dar  als  die  Normalkomponente  der  Rotation 

in  bezug  auf  die  Fläche.  Die  Gl.  9 
ist  um  so  genauer  erfüllt,  je  kleiner 
die  Fläche  ist,  die  von  der  Kurve  um- 
schlossen wird,  über  die  das  Linien- 
integral  zu  erstrecken  ist. 

Gehen  wir  nunmehr  zu  einer  be- 
liebig großen,  also  jedenfalls  endlich 
großen  Fläche  über,  die  auch  keines- 
wegs mehr  eben  zu  sein  l^raucht, 
so  erkennt  man  leicht,  daß  man 
diesen  komplizierteren  Fall,  auf  den 
bereits  gelösten  einfacheren  zurück- 
führen kann,  indem  man  die  endliche 
Fläche  in  lauter  unendlich  kleine  ebene  Flächenelemente  zerlegt 
(Fig.  21).    Bildet  man  das  Linienintegral  über  alle  Elemente,  so  kommt 


Fig.  21. 


1  Dies  folgt  daraus,  daß  von  der  Spitze  des  Vektors  aus  gesehen  die  Drehung 
dem  Uhrzeiger  entgegengesetzt  erscheinen  muß,  die  auf  kürzestem  Wege  den  Vektor  r 
in  die  Richtung  des  Vektors  ds  überführt. 
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das  Linienintegral  über  sämtliche  Kurvenstücke  mit  alleiniger  Ausnahme 
der  Teile,  die  die  Randkurve  bilden,  doppelt,  und  zwar  beidemal  in 
entgegengesetzter  Richtung  vor.  Es  verschwinden  daher  sämtliche 
Elemente  des  Linienintegrals  mit  Ausnahme  derjenigen  Elemente,  die 
sich  auf  die  Randkurve  beziehen.  Da  das  Linienintegral  über  ein 
Flächenelement  aber  gleich  ist  dem  Produkte  aus  dem  Flächeninhalt 
und  der  Normalkomponente  der  Rotation  des  Vektors  für  die  betreffende 
Stelle,  so  ergibt  sich  für  das  über  die  Grenzkurve  erstreckte  Linien- 
integral die  wichtige  Beziehung 

(10)  J%ds=JniotMdf. 

Das  Linienintegral  eines  Vektors  über  eine  geschlossene  Kurve 
ist  gleich  dem  Integral  der  Normalkomponente  seiner  Rotation, 
erstreckt  über  eine  von  der  Kurve  umschlossene  Fläche. ^  Diese 
Beziehung  wird  nach  ihrem  Entdecker  als  der  Satz  von  Stokes  be- 
zeichnet. 

Mittels  dieses  Satzes  läßt  sich  nun  auch  das  über  eine  Kurve  erstreckte 
Integral  eines  beliebigere,  vom  Orte  abhängigen  Skalars  berechnen,  also 
das  einen  Vektor  darstellende  Integral 


/•' 


Sds  . 

Um  dieses  Integral  derart  umzuformen,  daß  der  Satz  von  Stokes  anwend- 
bar wird,  gebrauchen  wir  den  naheliegenden  Kunstgriff,  daß  wir  das 
Integral  noch  skalar  mit  einem  innerhalb  des  Feldes  konstanten  Vektor  a 
multiplizieren.  Wir  finden  dann,  indem  wir  den  Satz  von  Stokes  an- 
wenden, 

(11)  afsds=f^ad^=JnTot{Sa)df. 

Nun  ist  (nach  Gl.  27  des  §  14) 

(12)-  rot  (S  a)  =  S  rot  a.—  |  a  grad  S] . 

Das  erste  Glied  auf  der  rechten  Seite  der  Gl.  12  verschwindet,  weil  ja  der 
Vektor  a  von  den  Koordinaten  unabhängig  sein  soll.     Es  wird  daher 

(IB)  aJsd5=^-fnlagmdS]df. 

Nach  der  schon  oft  benutzten  vektoralgebraischen  Formel   (Gl.  23  des 

§  2)  ist  nun 

(14)  n  [a  grad  S]  =  a  [grad  S,  Tt]  =—  a  [n  grad  S]  . 

Daher  wird,  weil  der  vom  Orte  unabhängige  konstante  Vektor  a  vor  das 
Integralzeichen  gesetzt  werden  kann, 

(15)  afsds  =  aj[n  grad  S]df  . 

2  Es  kommt  ajso  nur  auf  die  Begrenzung  der  Fläche  an,  ihre  Form  ist  ganz  neben- 
sächlich. 
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Diese  Gleichung  muß  erfüllt  sein,  welchen  Betrag  und  welche  Richtung 
auch  immer  der  Vektor  a  hat.  Daraus  folgt  die  allgemeine  Gültigkeit 
der  wichtigen  Beziehung 

(16)  Js  ds  = /[n  grad  ,S]  df  . 

Ebenso  wie  in  Gl.  10  ist  dabei  die  Flächennormale  so  zu  legen,  daß,  von 
ihrer  Spitze  aus  gesehen,  der  Umlauf  der  Kurve  dem  Uhrzeiger  ent- 
gegengesetzt erscheint. 


§  18.    Tensorfeld  und  Vektor divergenz. 

Ein  Gebiet,  über  das  ein  Tensor  so  verteilt  ist,  daß  die  Tensor- 
komponenten als  stetige,  differentiierbare  Funktionen  der  Koordinaten 
erscheinen,  wird  als  Tensorfeld  bezeichnet.  Die  Gesamtzahl  der  par- 
tiellen Differentialquotienten  nach  den  Koordinaten  beträgt  dann  27. 

Wenn  wir  nun  die  Komponenten  dreier  Vektoren  tripelweise 
miteinander  multiplizieren,  so  erhalten  wir  ebenfalls  27  Größen 
nach  dem  Schema 

USW.     Es  ist  daher 

(2)  F,,,-fF,,,H-F,,,  =  ^,(^(£:). 

Sind  nun  in  bezug  auf  ein  Koordinatensystem  27  Größen  gegeben 
Kxxi^xxy  USW.,  SO  definieren  wir  diese  Größen  als  die  Komponenten  eines 
Tensors  dritten  Ranges,  wenn  sie  sich  so  transformieren  wie  die 
tripelweise  gebildeten  Produkte  der  Komponenten  dreier  Vektoren. ^ 
Aus  dieser  Definition  folgt,  daß  man  aus  den  Komponenten  eines  Tensors 
dritten  Ranges  einen  Vektor  ableiten  kann  mittels  der  Beziehungen 

I        '  x         '^x  X  X    I     '^xyy    I     ^xzz   j 

yj)  \         *"  y  ^=  '^yxx'T  '^yyy'T  f^yzz    ? 

'        ^  z  ^^  f^zxx  "1     f^zyy  '77'  f^zzz    • 

Nach  den  Betrachtungen  des  §  10  ist  es  nun  klar,  ohne  daß  die  um- 
ständlichen Rechnungen  in  noch  viel  komplizierterer  Form  wiederholt 
werden  müßten,  daß  die  27  partiellen  Differentialquotienten  der  Kom- 
ponenten eines  Tensors  nach  den  Koordinaten  die  Komponenten  eines 
Tensors  dritten  Ranges  darstellen  müssen.  Nach  den  Gl.  3  läßt  sich 
somit  aus  jedem  Tensor  (/)  durch  partielle  Differentiation  nach  den  Ko- 
ordinaten und  entsprechende  Addition  ein  Vektor  ableiten,  der  als  die 
Vektordivergenz  des  Tensors  bezeichnet  wird.  Für  sie  wird  das 
Symbol  hiv  t  gebraucht.  (Zum  Unterschiede  wird  die  früher  besprochene 
Divergenz  eines  Vektors  auch  die  skalare  Divergenz  genannt.     Für  die 


^  Tensoren  im  engeren   Sinne  dieses  Wortes  kann  man  als  Tensoren  zweiten 
Ranges  auffassen,  Vektoren  und  Skalare  als  Tensoren  ersten  und  nullten  Ranges. 
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skalare  Divergenz  wird  das  Symbol  stets  mit  drei  lateinischen,  hingegen 
für  die  Vektordivergenz  mit  drei  deutschen  Buchstaben  geschrieben.) 
Es  ist  also 


(^) 


biü.^==%+^'-^  '    ^'' 


blDj,  t  = 


dx  dy  d^ 


dx  dy  ö* 


dx  dy      ^      dz 

Ebenso  wie  von  einem  Vektorfluß  können  wir  auch  von  einem  Tensor- 
fluß  sprechen.  Wir  verstehen  unter  dem  Fluß  eines  Tensors  durch  ein 
Flächenelement  von  der  Größe  df  mit  dem  normalen  Einheitsvektor  u 
den  noch  mit  df  multipHzierten  Vektor,  der  sich  ergibt,  wenn  die  Kom- 
ponenten des  Tensors  mit  dem  Einheitsvektor  n  nach  dem  entsprechenden 
Schema  (Gl.  12  des  §  10)  multipliziert  werden.  Den  Vektor,  den  man 
so  erhält,  kann  man  als  die  Normalkomponente  des  Tensors  in 
bezug  auf  das  Flächenelement  und  mit  dem  Symbol  t„  bezeichnen.  Dabei 
ist  aber  zu  beachten,  daß  t„  nicht  ein  Skalar,  sondern  (wie  auch  durch 
den  deutschen  Buchstaben  ausgedrückt  wird)  ein  Vektor  ist.^  Für 
seine  a^-Komponente  gilt  also  die  Beziehung 

(-5)  {K)x=  ixx  cos  (n,  x)  +  t^y  cos  (n,  y)  +  t,,,  cos  (n,  z)  ; 

zwei  analoge  Gleichungen  gelten  für  die  y-  und  die  ^-Komponente. 
Nach  Gl.  3  des  §  15  ist  daher 

(6)  /(U^/=/(^  +  ^  +  4l")dr. 

Indem  wir  die  analogen  Gleichungen  für  die  y-  und  die  ^-Komponente 
hinzufügen,  die  drei  Gleichungen  mit  t,  j,  !  multiplizieren  und  addieren, 
ergibt  sich  die  dem  Satze  von  Gauss  analoge  Beziehung 


(7)  /*»/«/  =  / 


btD  t  dx  . 


Das  über  eine  geschlossene  Fläche  erstreckte  Integral  der  Nor- 
malkomponente eines  Tensors  ist  gleich  dem  Volumintegral 
der  Vektor divergenz  des  Tensors,  erstreckt  über  das  ganze  von 
der  Fläche  umschlossene  Volumen. 


§  19.   Die  Dynamik  des  deformierbaren  Körpers. 

Denken  wir  uns  innerhalb  einer  kontinuierlich  verbreiteten  deformier- 
baren Masse  ein  Teilvolumen  abgegrenzt,  so  ist  die  gesamte  Kraft  £1', 
die  auf  die  Oberfläche  dieses  Volumens  wirkt,  (nach  Gl.  12  des  §  13) 
durch  die  Beziehung  bestimmt 

'^  Die  Xormalkompdiiente  eines  Tensors  ist  ebenso  ein  Vektor,  wie  die  Normal- 
komjKDnente  eines  Vektors  ein  Skalar  ist. 
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(1)  QJ  =f{p^x  cos  (n,  x)  -f  f.^y  cos  (n,  ?/)  +  jy^,  cos  (n,  ^);  r?/ . 
Es  ist  also  (nach  Gl.  5  des  §  18) 

(2)  £i'=fvndf, 

wenn  der  Vektor  p„  die  Normalkomponente  des  Spannungstensors  be- 
deutet.    Infolgedessen  ist  (nach  Gl.  7  des  §  18) 

(3)  £i'=fhiV'pdT. 

Bezeichnen  wir  den  Quotienten  aus  der  Größe  D,'  und  dem  Volumen  als 
die  innere  Kraft  dichte  und  nennen  wir  diese  q,  so  ist  also,  weil  die 
Gl.  3  für  jedes  beliebige  Volumen  gelten  muß, 

(4)  q  =  btD  ];  . 

Die  innere  Kraftdichte  ist  gleich  der  Vektordivergenz  der 
Spannung. 

Der  Zustand  innerhalb  einer  kontinuierUch  verbreiteten  Masse  ist 
nun  darstellbar  durch  skalare  und  vektorielle  Größen,  die,  wofern  sie 
Eigenschaften  charakterisieren,  deren  substantielle  Träger  bewegte 
Massenteilchen  sind,  als  Funktionen  sowohl  des  Ortes  als  auch 
der  Zeit  erscheinen.  Ist  durch  einen  solchen  Skalar  S  etwa  eine  Eigen- 
schaft eines  bestimmten  bewegten  Massenteilchens  bestimmt,  so  ist  die 
gesamte  Änderung,  die  dieser  Skalar  in  einem  Zeitelement  dt  erfährt, 
gegeben  durch  die  Beziehung 

(5),  gs=^di  +  f^-dx  +  ^d,j+-^dz. 

Hierbei  sind  dx^  dy,  dz  die  Komponenten  des  Wegelementes,  das  in  dem 
Zeitelement  dt  das  mit  der  Geschwindigkeit  ü  bewegte  Massenteilchen 
beschreibt,  das  der  substantielle  Träger  der  durch  den  Skalar  S  he- 
schriebenen  Eigenschaft  ist.     Es  ist  also  dx  gleich  v^dt  und  daher 

dt    ~    et    '^"Bx  ^*+    ^^J  ^'^  +   dx   ^' 
oder 

(6)  if  =  |^+„grad.9. 

In  analoger  Weise  findet  man,  wenn  es  sich  nicht  um  einen  Skalar, 
sondern  um  einen  Vektor  ^  handelt,  der  eine  Eigenschaft  eines  bewegten 
Massenteilchens  darstellt, 

dA^         dA. 


dt   -   et    '  ^-grad.^. 


oderi  (nach  Gl.  14  des  §  14) 


^  Die  partiellen  zeitlichen  Differentialquotienten  beschreiben  die  sogenannte 
lokale,  die  totalen  die  sogenannte  substantielle  Änderung  der  Eigenschaft,  die 
durch  den  Skalar  S  oder  den  Vektor  ^  dargestellt  ist;  d.  h.  im  ersten  Falle  die 
Änderung  des  Zustandes  an  einer  und  derselben  Stelle,  im  zweiten  Falle  an  einem 
und  demselben  Teilchen. 
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(7)  ^=f-  +  (»g'-ad)9t. 

Ist  im  besonderen  der  Vektor  %  die  Geschwindigkeit  des  bewegten  Teil- 
chens, so  stellt  der  totale  zeitliche  Differentialquotient  der  Geschwindig- 
keit die  Beschleunigung  des  Teilchens  dar,  und  für  diese  ergibt  sich 
somit  die  Beziehung 

(8)  b=-|7  +  (^g^^^^)^- 

Multiplizieren  wir  nun  den  Beschleunigungsvektor  mit  der  Masse 
des  betreffenden  Teilchens  und  summieren  wir  sodann  über  alle  Massen- 
teilchen, die  in  einem  abgegrenzten  Volumen  enthalten  sind,  so  erhalten 
wir  das  Volumintegral  des  Produktes  aus  der  Massendichte  q  und  der 
Beschleunigung.  Nach  dem  zweiten  Newton  sehen  Bewegungsgesetz 
muß  (bei  dem  Fehlen  äußerer  Kräfte)  dieses  Integral  gleich  sein  dem 
Volumintegral  der  inneren  Kraftdichte.  Da  diese  Gleichung  für  jedes 
beliebige  und  somit  für  jedes  behebig  kleine  Volumen  erfüllt  sein  muß, 
so  gilt  somit  die  Beziehung 

(9)  Q^  =  c^, 

wobei  die  drei  in  dieser  Gleichung  miteinander  verknüpften  Größen  als 
Funktionen  des  Ortes  und  der  Zeit  aufzufassen  sind. 

Wirkt  auf  die  kontinuierlich  verbreitete  Masse  überdies  noch  eine 
äußere  Kraft,  die  der  Masse  proportional  ist,  so  kann  die  auf  die  Volum- 
einheit bezogene  äußere  Kraftdichte  gleich  gesetzt  werden  dem  Produkte 
aus  der  Massendichte  und  der  sogenannten  Volum  kraft,  die  ^  genannt 
werde. ^     Es  ust  also  dann 

(10)  6  =  7 +  ft' 

und  somit  ergibt  sich  (nach  Gl.  4  und  8)  die  Bewegungsgleichung 
einer  deformierbaren  Masse  in  der  Gestalt 

(11)  -|f +  (''g'"'^'i)''=7^wP  +  Ä- 

Zu  dieser  Bewegungsgleichung  kommt  nun  noch  ergänzend  eine 
weitere  fundamentale  Beziehung,  die  sich  aus  dem  Prinzip  von  der  Er- 
haltung der  Masse  ergibt,  wonach  Masse  weder  entstehen  noch  ver- 
gehen kann.  Betrachten  wir  ein  abgegrenztes  Volumen,  so  muß  für  jedes 
Zeitelement  der  Überschuß  der  durch  die  Oberfläche  des  Volumens  aus- 
strömenden über  die  in  demselben  Zeitelement  durch  die  Oberfläche 
einströmende  Masse  gleich  sein  der  Verminderung,  die  in  demselben 
Zeitelement  die  in  dem  Volumen  enthaltene  Masse  erfahren  hat.  Der 
Überschuß  der  ausströmenden  über  die  einströmende  Masse  ist  nun  gleich 
dt  mal  dem  Oberflächenintegral  von  q  v^df  (denn  die  Flächennormale 
soll  ja  definitionsgemäß  nach  außen  weisen,  und  es  kann  v.^  sowohl 

"  Ist  die  äußere  Kraft  die  Schwerkraft,  so  wird  die  Volumkraft  einfach  gleich 
der  Beschleunigung  der  Erdschwere. 

5* 
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positiv  als  auch  negativ  sein).    Nach  dem  Satze  von  Gauss  ist  also  der 
Überschuß  der  ausströmenden  über  die  einströmende  Masse  gleich 


(12)  (ZiJdivfcD) 


T  . 


Andererseits  ist  die  Verminderung,  die"  in  dem  Zeitelement  dt  die  in  dem 
Volumen  enthaltene  Masse  erfährt,  dargestellt  durch  den  Ausdruck 


(13)  -ätj^ 


dx . 


Da  nach  dem  Prinzip  von  der  Erhaltung  der  Masse  die  Ausdrücke  (12) 
und  (13)  gleich  sein  müssen,  und  zwar  für  jedes  beliebige  Volumen,  so 
ergibt  sich  die  wichtige  Beziehung 

(14)  div(oo)  +  4f  =  0. 

In  dieser  Gleichung,  die  gewöhnlich  als  die  Kontinuitätsgleichung 
bezeichnet  wird,  findet  das  Prinzip  der  Erhaltung  der  Masse  seinen 
vektoranalytischen  Ausdruck. 

Als  ein  Spezialfall  der  Bewegung  einer  kontinuierlich  verbreiteten 
Masse  muß  sich  die  Bewegung  einer  starren  Masse  ergeben.  Die 
Bewegung  einer  starren  Masse  ist  (nach  Gl.  13  des  §  8)  durch  die  Formel 
beschreibbar 

(15)  i)=t),+  [xör], 

wenn  0^  die  Translationsgeschwindigkeit  bedeutet  und  to  die  Winkel- 
geschwindigkeit ist,  mit  der  sich  ein  mit  der  Masse  fest  verbundenes 
Koordinatensystem  dreht;  r  ist  die  gerichtete  Strecke,  die  von  dem  Ko- 
ordinatenursprung zu  der  betrachteten  Stelle  innerhalb  der  Masse  ge- 
zogen wird,  an  der  der  Geschwindigkeitsvektor  den  Wert  D  hat.  Bilden 
Avir  nun  für  eine  starre  Masse  die  Eotation  der  Geschwindigkeit,  so  finden 
wir  aus  Gl.  15,  w^eil  ja  die  Komponenten  von  r  gleich  sind  den  Ko- 
ordinaten und  v^  vom  Orte  unabhängig  ist, 

(16)  rot^ ^  =-öj{^xy  —  ?^y ^)  —  Yx  ^^'^ X  —  '^x^)  ' 

Nun  ist  aber  der  Vektor  vo  von  den  Koordinaten  unabhängig,  und  die 
partielle  Differentiation  einer  Koordinate  nach  einer  Koordinate  ergibt 
Eins  oder  Null.  Es  wird  somit  die  rechte  Seite  der  Gl.  16  einfach  gleich 
'IWxi  und  daher  wird  ganz  allgemein  für  eine  starre  Masse 

(17)  rot  0  =  2X0. 

Innerhalb  einer  starren  Masse  ist  überall  die  Eotation  der  Ge- 
schwindigkeit gleich  der  doppelten  Winkelgeschwindigkeit; 
und  aus  dieser  Beziehung  erklärt  es  sich  auch,  warum  der  Name  „Eotation" 
für  die  betreffende  vektorielle  Differentialoperation  eingeführt  worden 
ist.  Durch  die  zunächst  willkürlich  erscheinende  Festsetzung,  die  hin- 
sichtlich des  Vorzeichens  der  „Eotation"  (in  Gl.  11   des  §  14)  getroffen 
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wurde,  wurde  es  erreicht,  daß  die  Winkelgeschwindigkeit  und  die  Eotation 

der  Geschwindigkeit  im  Vorzeichen  übereinstimmen. 

Betrachten  wir  nun  innerhalb  einer  ganz  beliebigen,  also  nicht  mehr 
starren  Masse  einen  kleinen  Bereich,  so  kann  die  Bewegung  dieses  Be- 
reiches (nach  Gl.  19  des  §  14)  durch  die  Formel  beschrieben  werden 

(18)  t)==t),+  i[rott),r]  +  t)', 

wobei  0'  eine  lineare  Funktion  des  Vektors  r  und  der  Dilatation  von  ü 
ist.  Wie  uns  die  Gl.  18  und  ihr  Vergleich  mit  der  Gl.  15  zeigen,  kann  also 
die  Bewegung  eines  kleinen  Bereiches  aufgefaßt  werden  als  Super- 
position  von  drei  Bewegungen.  Die  erste  ist  eine  Translation 
des  Bereiches,  die  zweite  ist  eine  Drehung,  bei  der  der  Bereich  wie  ein 
starrer  Körper  ein  Stück  einer  Eotation  ausführt.  Die  dritte  Bew^egung 
erfolgt  an  jeder  Stelle  des  Bereiches  mit  der  vom  Orte  abhängigen  Ge- 
schwindigkeit 0'. 

Diese  dritte  Bewegung  ist  es,  die  einen  nicht  starren  Körper  von 
einem  starren  Körper  unterscheidet;  sie  wird  als  Deformation  be- 
zeichnet, wobei  das  Wort  „Deformation"  (ähnlich  wie  das  Wort  „Ver- 
rückung") sowohl  die  Bewegung  selbst  als  auch  deren  Ergebnis,  nämlich 
die  bewirkte  Lagenänderung  der  Massenteilchen,  bezeichnet.  Eine  Be- 
wegung einer  kontinuierlich  verbreiteten  Masse,  bei  der  Translation  und 
Rotation  fehlen,  nennt  man  eine  reine  Deformation. 

Wir  wollen  nun  ein  Massenteilchen  betrachten,  das  sich  zu  Beginn 
eines  Zeitelementes  an  einer  Stelle  mit  den  Koordinaten  x,  y,  z  befinde, 
am  Ende  des  Zeitelementes  infolge  einer  reinen  und  zwar  kleinen  De- 
formation an  einer  Stelle  mit  den  Koordinaten  x  +  |,  y  -{-  7],  z  -\-  C- 
Durch  die  Komponenten  i,rj,  C  ist  der  Vektor  a  der  kleinenVerrückung 
bestimmt,  die  durch  die  reine  Deformation  das  Massenteilchen  erfahren 
hat.  Nun  ist  der  Vektor  a  gleich  dem  Produkt  aus  dem  Vektor  t)'  und  dem 
Zeitelement.  Wenn  also  nach  dem  früher  Gesagten  d'  eine  lineare  Funktion 
von  r  und  von  der  Dilatation  von  t)  ist,  so  muß  ebenso  a  eine  lineare 
Funktion  von  r  und  von  der  Dilatation  von  a  sein.  Nach  der  Definition 
der  Dilatation  eines  Vektors  (Gl.  12  des  §  14)  gelten  also   die  Gleichung 

und  zw^ei  analoge  Gleichungen  für  7]  und  J.  Wegen  der  Kleinheit  des 
Bereiches  werden  (ebenso  wie  in  §  17)  innerhalb  des  Bereiches  die  partiellen 
Differentialquotienten  von  |,  ?;,  J  nach  den  Koordinaten  als  konstant 
angesehen  werden  dürfen. 

Um  die  physikalische  Bedeutung  zu  erkennen,  die  der  Dilatation 
der  Verrückung  zukommt,  nehmen  wir  zunächst  an,  daß  von  den 
neun  Komponenten  der  Dilatation  alle  verschwinden  mögen  bis  auf  die 
a:"-cc- Komponente.     Dann  wird  nach  Gl.  19 

(20)  f  =  Tl^'        V  =  0,        t  =  0. 
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Die  Deformation  besteht  in  diesem  speziellen  Falle  also  darin,  daß  alle 
Massenpunkte  eine  Vergrößerung  oder  Verkleinerung  ihrer  iF-Koordinate 
erfahren,  die  der  Koordinate  selbst  (wegen  der  Konstanz  des  partiellen 
Differentialquotienten)  proportional  ist.  Der  ganze  Bereich  dehnt 
sich  also  in  der  a'-Kichtung  aus  oder  zieht  sich  in  dieser  Richtung  zu- 
sammen. Eine  derartige  Deformation  wird  als  eine  Dehnung  in  der 
^•-Richtung  bezeichnet  (wobei  eben  die  Dehnung  positiv  oder  als  Kon- 
traktion negativ  sein  kann). 

Um  nun  weiterhin  auch  die  Bedeutung  der  Tensorkomponenten 
zweiter  Art  zu  erkennen,  nehmen  wir  an,  daß  alle  Komponenten  der 
Dilatation  verschwinden  mögen  mit  Ausnahme  der  x-|/-Komponente  und 
der  ihr  infolge  der  Tensorsymmetrie  stets  gleichen  i/-x-Komponente. 
Dann  wird  nach  Gl.  19 


(^1)        ^  =  iif +1^)^'       ^-4 


dx 


dl 
dy 


)'■ 


0, 


wobei  wieder  wegen  der  Kleinheit  des  Bereiches  nach  dem  früher  Gesagten 

die  beiden  identischen 
Klammerausdrücke  für 
den  Bereich  als  konstant 
anzusehen  sind.  Es  er- 
fahren also  zunächst  ein- 
mal alle  Massenpunkte  in 
der  a*-Richtung  eine  Ver- 
rückung, die  der  ^-Koor- 
dinate proportional  ist.  In- 
folge einer  derartigen  Ver- 
rückung verwandelt  sich 
z.  B.  in  Fig.  22  das  Recht- 
eck AB  CD  in  das  Rhom- 
boid  AB  CD',  Über  diese 
Verrückung  superponiert 
sich  aber  nach  Gl.  21  noch 
eine  analoge,  bei  der  alle 
Massenpunkte  in  der  y- 
Richtung  eine  Verrückung 
erfahren,  die  der  ic-Ko- 
ordinate  proportional  ist. 
Wäre  nur  diese  Verrückung 
vorhanden,  so  würde  sich 
(Fig.  23)  das  Rechteck 
ABCD  in  das  Rhomboid 
A  B'C'D  verwandeln.  Das 
Gesamtergebnis  der  durch 
Yig,  23.  die    Gl-  '-^1    beschriebenen 


Fig.  22. 


§  19.    Die  Dynamik  des  deformierbaren  Körpers. 
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Deformation  besteht  also  darin,  daß  gemäß  Fig.  24  das  Kechteck  AB  CD 
eine  Umwandlung  erfährt  in  das  ViereckM  B'C""D',  wobei,  die  Verrückimg 
CC"  die  geometrische  Smume  aus  den  Verrückungen  CC" und CC"  darstellt. 
(Dabei   ist   aber   vorausgesetzt,    daß    die  Verrückungen   nur    sehr   klein 
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Fig.  24. 


sind.)    Eine  derartige  durch  Gl.  21  beschriebene  Deformation  wird  als  eine 
Scherung  in  der  ic-?/-Ebene  bezeichnet. 

In  bezug  auf  ein  bestimmtes  Koordinatensystem  erscheint  also 
eine  Deformation  als  Dehnung  oder  Kontraktion  in  den  Richtungen 
der  Koordinatenachsen  und  als  Scherung  entlang  den  Koordinatenebenen. 
Wird  aber  im  besonderen  das  Koordinatensystem  so  gelegt,  daß  seine 
Achsen  mit  den  Hauptdilatationsachsen  zusammenfallen,  so  stellt 
sich  die  Deformation  als  eine  reine  Dehnung  entlang  den  Koordinaten- 
achsen^ dar.  Nur  der  n  a»  d'  r 
Deformation  als  solcher 
kommt,  wenn  wir  das 
Innere  eines  deformier- 
baren Körpers  betrach- 
ten, eine  von  dem  Ko- 
ordinatensystem unab- 
hängige Bedeutung  zu, 
während  die  Spaltung  in 
Dehnung  und  Scherung 
nur  von  der  Orientie- 
rung des  benutzten  Ko- 
ordinatensystems ab- 
hängt. In  der  Tat,  be- 
trachten wir  in  Fig.  25  das  aus  einem  deformierbaren  Körper  heraus- 
geschnittene Quadrat  AB  CD,  das  durch  eine  Deformation  in  das  Recht- 
eck A'B'C'D'  übergehe,  so  erscheint  diese  Deformation  als  Dehnung.  Be- 
zeichnen wir  aber  nun  die  Halbierungspunkte  der  Quadratseiten  (Fig.  26) 


J 


D' 


C 


Fi 


\G/ 


Fig.  26. 
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mit  EFGH,  so  verwandelt  sich  durch  dieselbe  Deformation  das  Quadrat 
EFGH  in  einen  Khombus,  welche  Umwandlung  wieder  als  Scherung 
interpretiert  würde. 

Innerhalb  eines  deformierbaren  Körpers  denken  wir  uns  nun  ein 
kleines  rechtwinkliges  Parallelepiped  herausgeschnitten,  dessen  Kanten 
die  Richtungen  der  Hauptdilatationsachsen  und  die  Längen  a,  h,  c  haben 
mögen.     Dann  ist  vor  der  Deformation  das  Volumen 

V=:ahc. 

Nach  der  Deformation  ist  das  Volumen 

Da  wir  nur  sehr  kleine  Deformationen  betrachten,  so  können  in  dem 
dreifachen  Produkte  die  Glieder  vernachlässigt  werden,  in  denen  zwei 
oder  gar  drei  partielle  Differentialquotienten  miteinander  multipliziert 
sind,  und  es  kann  daher  gesetzt  werden 

(22)  ^^'  =  «^Hi+f-+t+4f) 

oder 

(23)  --^  =  div  a  . 

Die  Divergenz  des  Vektors  der  Verrückung  stellt  also  die  durch 
die  Deformation  bewirkte  und  auf  die  Volumeinheit  bezogene  Ver- 
größerung des  Volumens  oder  die  sogenannte  Volumdilatation  dar. 


§  20.   Die  ideale  Plüssigkeit. 

Eine  ideale  Flüssigkeit  kann  definiert  werden  als  ein  deformier- 
barer Körper,  der  keine  bestimmte  Form  besitzt,  so  daß  Ände- 
rungen seiner  Gestalt,  die  nicht  zugleich  mit  einer  Änderung  des 
Volumens  verbunden  sind,  keine  Arbeit  erfordern.  Denken  wir  uns 
nun  eine  ganz  beliebige  kontinuierlich  verbreitete  Masse  in  lauter  ganz 
kleine  Würfel  zerlegt  (deren  Ebenen  den  Koordinatenebenen  eines 
Systems  parallel  seien),  so  können  wir  uns  eine  ohne  Volumänderung 
erfolgende  Formänderung  des  Körpers  (etwa  wie  bei  einem  Haufen  von 
Sandkörnern)  derart  zustande  gebracht  denken,  daß  sich  diese  Würfel- 
elemente gegeneinander  verschieben.  Da  diese  Verschiebungen  parallel 
den  Würfelflächen,  also  senkrecht  zu  den  Normalspannungen  erfolgen, 
so  kann  die  Arbeit,  die  bei  einer  solchen  Formänderung  eines  deformier- 
baren Körpers  verrichtet  wird,  nur  von  den  Tangentialspannungen  her- 
rühren. 

Soll  nun,  wie  wir  dies  definitionsgemäß  bei  den  idealen  Flüssig- 
keiten annehmen,  diese  Formänderungsarbeit  immer  Null  sein,  so  kann 
dies   nur   darin  begründet   sein,    daß   für  einen   deformierbaren   Körper 
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von  solcher  Beschaffenheit  in  bezug  auf  jedes  Koordinatensystem  sämt- 
liche Tangentialspannungen  verschwinden.  Es  muß  also,  da 
(nach  §  11)  jede  Eichtung  eine  Hauptachse  des  Spannungstensors  dar- 
stellt, für  eine  ideale  Flüssigkeit  das  Spannungsellipsoid  zu  einer  Kugel 
werden.  Dann  müssen  aber  wiederum,  auf  jedes  beliebige  Koordinaten- 
system bezogen,  die  drei  Tensorkomponenten  erster  Art  denselben  Wert 
haben,  der  mit  —  p  bezeichnet  werde^,  indem  wir  unter  'p  den  (dem 
positiv  zu  rechnenden  Zuge  entgegengesetzten)  Flüssigkeitsdr uck 
verstehen.  Für  eine  ideale  Flüssigkeit  ist  also  der  Druck  völlig  un- 
abhängig von  der  Eichtung^;  es  wird  daher  stets 

y      Pxy        Pyx        Pyz        Pzy        Pzx        Pxz        ^  • 

Nach  den  Beziehungen,  die  die  Vektordivergenz  eines  Tensors  mit 
diesem  selbst  verknüpfen  (Gl.  4  des  §  18),  wird  daher  für  eine  ideale 
Flüssigkeit  die  innere  Kraft  dichte  als  die  Vektordivergenz  der  Spannung 
gleich  dem  negativen  Gradienten  des  Drucks,  also 

(2)  q  =-  grad  p  . 

Daher  lautet  (nach  Gl.  11  des  §  19)  die  hydrodynamische  Grund- 
gleichung 

(3)  ^j    +  (ö  grad)  t)  =  -  -^  grad  p  ^  R  . 

Löst  man  diese  Gleichung  in  analytischer  Schreibweise  in  drei  Gleichungen 
auf,  so  ergeben  sich  die  nach  ihrem  Entdecker  so  benannten  EuLERSchen 
Gleichungen.^ 

Ist  im  besonderen  die  ideale  Flüssigkeit  inkompressibel  (was  z.  B. 
mit  großer  Annäherung  bei  Wasser,  nicht  aber  bei  Gasen  der  Fall  ist), 
so  erscheint  die  Dichte  als  konstant  und  die  Kontinuitätsgleichung 
(Gl.  14  des  §  19)  nimmt  daher  dann  die  einfache  Form  an 

(4)  div  ü  =  0  . 

Zu  den  drei  Gleichungen,  die  sich  aus  der  Gl.  8  durch  Übertragung  in 
die  analytische  Schreibweise  ergeben,  kommt  als  vierte  Gleichung  noch 
die  GL  4  hinzu.  Ist  die  konstante  Dichte  der  Flüssigkeit  bekannt,  so 
erscheinen  also  in  den  vier  Gleichungen,  die  sich  so  ergeben,  vier  un- 
bekannte Größen  miteinander  verknüpft,  nämlich  die  drei  Komponenten 


1  Die  Bezeichnung  p  hat  also  in  diesem  Abschnitt  (§  20)  eine  andere  Bedeutung 

als  in  den  anderen  Abschnitten,  was  wohl  zu  beachten  ist. 

-  Eine  Flüssigkeit,  für  die  dies  nicht  zutrifft,  wird  als  zäh  bezeichnet.  . 

^  Sie  lauten  also: 

dv^.  öi>  dvy.  dvy.  i     dp        „ 

■  -^/-  +  V.,  -^  +  Vy  -~-  +  i\  -^  = ä—  +  Ä^    usw. 

dt  ■*  .^.r  "dl/  -dz  Q     dx 
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der  Geschwindigkeit  und  der  Druck,  wobei  aber  alle  diese  vier  Unbekannten 
Funktionen   sowohl   des    Ortes   als   auch   der   Zeit   sind.* 

An  der  hydrodynamischen  Grundgleichung  kann  eine  wichtige 
Transformation^  mittels  der  Gl.  30  des  §  14  vorgenommen  werden. 
Danach  ist 

(5)  (d  grad)  d  =  grad  (^j  -  [t),  rot  ö]  . 

Man  bezeichnet  nun  bei  einer  Flüssigkeit  die  halbe  Kotation  der  Ge- 
schwindigkeit als  die  Wirbelgeschwindigkeit  (gemäß  Gl.  17  des  §  19); 
sie  möge  mit  tD  bezeichnet  werden.  Ferner  wollen  wir  die  speziellen  An- 
nahmen machen,  daß  die  Flüssigkeit  inkompressibel  sei  und  daß 
die  Volumkraft  51  ein  Potential  besitze,  das  mit  0  bezeichnet  werde. 
Setzen  wir  für  die  linke  Seite  der  Gl.  5  den  Wert  ein,  der  sich  aus  Gl.  8 
ergibt,  so  erhalten  wir  also  die  Beziehung 

(6)  _grad(|  +  (P  +  ^)  =  i?^-2[r>tD]. 

Da  aber  nun  die  Rotation  des  Gradienten  eines  Skalars  stets  ver- 
schwinden muß  (nach  Gl.  23  des  §  14),  so  müssen  wir  auch  Null  erhalten, 
wenn  wir  von  der  rechten  Seite  der  Gl.  6  die  Rotation  bilden.  Es  muß 
also  die  Beziehung  bestehen 

(7)  rot  -^  =  2  rot  [d  xd]  . 
Nun  ist 

Andererseits  ist  (nach  Gl.  29  des  §  14) 

(9)  rot  [d  to]  =  D  div  tu  —  tX)  div  d  -f  (u)  grad)  t)  —  (t)  grad)  tu  . 

Auf  der  rechten  Seite  dieser  Gleichung  fällt  nun  nach  Gl.  4  das  zweite 
Glied  weg;  es  entfällt  aber  auch  das  erste  Glied,  weil  ja  tö  gleich  ist  der 
halben  Rotation  von  t)  und  für  jeden  beliebigen  Vektor,  also  auch  für  ü, 
die  Divergenz  der  Rotation  (nach  Gl.  24  des  §  14)  verschwindet.  Die 
Gl.  7  nimmt  also  die  Form  an 

(10)  2  -^  =  2  (tD  grad)  d  —  2  (t)  grad)  w  . 
Nun  ist  wiederum  (nach  Gl.  7  des  §  19) 

1)  ^^=-^+(Dgrad)ro. 


*  Bei  Gasen  tritt  an  die  Stelle  der  Gl.  4  das  BoYLEsche  Gesetz  oder  die  kom- 
pliziertere Zustandsgieichung. 

^  Diese  Transformation  wird  nach  ihrem  Entdecker  Heinric  h  Weber  gewöhn, 
lieh  als  die  WEBERsche  Transformation  bezeichnet.  Mittels  ihrer  ergibt  sich  aus 
der  Gl.  3  die  Gl.  6. 
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Somit  läßt  sich  die  Gl.  10  auf  die  einfache  Form  bringen 
(12)  -^- =  (tD  grad)  D  . 

Diese  Gleichmig  wurde  zuerst  von  Helmholtz  gewonnen^  und 
vpn  ihm  zms  Ableitung .  wichtiger  Sätze  über  die  Wirbelbewegung 
benutzt.  Unter  Wirbelbew^egung  verstehen  wir  eine  Bewegung  eines 
Elüssigkeitsbereiches,  bei  der  dieser  wie  ein  starrer  Körper  rotiert.  Von 
einem  Flüssigkeitsteilchen,  für  das  (als  substantiellen  Träger)  der  Vektor  m 
einen  von  Null  verschiedenen  Wert  hat,  sagt  man  dann,  daß  es  w^irbelt. 
Aus  Gl.  12  erkennt  man  nun  ohne  weiteres,  daß  ein  Flüssigkeitsteilchen, 
das  nicht  bereits  von  Anfang  an  wirbelt,  auch  im  Verlauf  der  Zeit  nicht 
zu  wirbeln  beginnen  kann.  Umgekehrt  kann,  wie  auch  aus  der  Gl.  12 
folgt,  ein  Teilchen,  das  einmal  wirbelt,  nie  zu  wirbeln  aufhören.  In  einer 
idealen,  inkompressibeln  Flüssigkeit,  auf  die  nur  solche  äußere  Kräfte 
wirken,  die  ein  Potential  besitzen,  kann  daher  eine  Wirbelbewegung 
weder  entstehen  noch,   wenn  sie  einmal  vorhanden  ist,   vergehen. 

Für  die  Wirbelbewegung  gelten  im  übrigen  natürlich  im  besonderen 
die  Sätze,  die  ganz  allgemein  in  §  16  für  quellenfreie  Felder  abgeleitet 
wurden.  Auch  die  Wirbelfäden  in  einer  Flüssigkeit  können  nicht  inner- 
halb der  Flüssigkeit  beginnen  oder  enden,  und  auch  für  sie  muß  das 
Produkt  aus  dem  Querschnitt  des  Fadens  und  aus  der  Wirbelgeschwindig- 
keit entlang  eines  Fadens  konstant  sein.*^ 

Sind  in  einer  Flüssigkeit  keine  Wirbelbewegungen  vorhanden,  ver- 
schwindet also  überall  die  Kotation  der  Geschwindigkeit,  so  'ist  die  Ge- 
schwindigkeit (gemäß  Gl.  23  des  §  14)  darstellbar  als  negativer  Gradient 
eines  Skalars,  der  das  Geschwindigkeitspotential  genannt  wird.  Eine 
wirbelfreie  Bewegung  einer  Flüssigkeit  wird  als  Strömung  bezeichnet. 
Ändert  sich  im  besonderen  auch  nicht  der  Wert  des  Geschwindigkeits- 
vektors an  einer  bestimmten  Stelle,  ist  also 

d«)  W  =  ^' 

so  spricht  man  von  einer  stationären  Strömung.  Für  sie  wird 
der  Klammerausdruck  der  linken  Seite  der  Gl.  6  konstant.  Man  be- 
zeichnet nun  als  hydrostatischenDruck  {p^)  den  Wert,  den  f  für 
V  =  0  annimmt ;  p  selbst  nennt  man  den  hydraulischen  Druck.  Für 
eine  stationäre  Strömung  wird  also  nach  Gl.  6 

(14)  P  =  P.--'f- 


^  In  analytischer  Schreibweise  lautet  also  die  Gleichung  von  Helmholtz: 

dwr^  dvy.  dvr  dv^ 

dt  ^  dx  -^  oy  "    dz 

'  Auf  andere   Sätze,  die  Helmholtz  aus  seiner  Gleichung  abgeleitet  hat,  soll 
hier  nicht  eingegangen  werden. 
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Der  hydraulische  Druck  ist  also  stets  kleiner  als  der  hydrostatische. 
Er  wird  negativ,  sobald  eine  „kritische"  Geschwindigkeit  überschritten 
wird,  die  keinesfalls  größer  sein  kann  als  die  Quadratwurzel  aus  dem 
mit  2/^  multiplizierten  Luftdruck.** 

Da  in  einer  inkompressibeln  Flüssigkeit  nach  Gl.  4  die  Divergenz 
der  Geschwindigkeit  verschwindet,  ist  also  in  einer  inkompressibeln 
Flüssigkeit  der  Geschwindigkeitsvektor  solenoidal  (im  Sinne 
des  §  16).  Die  Vektorlinien  der  Geschwindigkeit  bezeichnet  man  als 
Strömungslinien;  sie  können  nach  §  16  innerhalb  der  Flüssigkeit 
nicht  anfangen  oder  enden.  Betrachten  wir  die  Strömung  einer  Flüssig- 
keit in  einer  Eöhre,  so  können  wir,  da  die  Strömung  parallel  zu  den 
Köhrenwänden  erfolgt,  die  Köhre  als  eine  Vektorröhre  der  Geschwindig- 
keit ansehen.  Aus  Gl.  3  des  §  16  folgt  dann  unmittelbar  der  wichtige 
Satz,  daß  die  Strömungsgeschwindigkeit  in  einer  Eöhre  dem 
Köhrenquerschnitt  umgekehrt  proportional  ist. 


§  21.    Das  elastische  Medium. 

Für  die  wirklichen  Körper  erscheint  der  Zusammenhang  zwischen 
Deformation  und  Spannung  durch  ein  Gesetz  beschrieben,  das  auf 
empirischem  Wege  zuerst  von  Hooke  (1678)  gewonnen  und  dann 
von  Navier  (1822)  ergänzt  worden  ist.  Das  Gesetz  von  Hooke  sagt 
aus,  daß  jeder  Zug  eine  diesem  Zuge  proportionale  Dehnung  in 
der  Richtung  des  Zuges  hervorbringt.  Bezeichnen  wir  den  reziproken 
Wert  des  Proportionalitätsfaktors  als  den  Elastizitätsmodul^  und- 
nennen  wir  ihn  E,  so  ist  also,  wenn  pi  die  Größe  des  Zuges  ist  und  dieser 
die  Richtung  der  o^-Achse  hat, 

y^f  dx  E 

Das  Gesetz  von  Navier  ergänzt  nun  das  Hooke  sehe  Gesetz  durch 
die  Aussage,  daß  mit  jeder  Dehnung  in  allen  zu  der  Dehnung  senkrechten 
Richtungen  eine  Querkontraktion  verbunden  ist,  die  wiederum  der 
Dehnung  proportional  ist.  Nennen  wir  den  Proportionalitätsfaktor  h, 
so  ist  also  zu  setzen 

^^^  dy  -   dz   -  E 

Die  Größe  h,  die  als  der  Koeffizient  der  Querkontraktion^  bezeichnet 
wird,  hegt,  wie  die  Erfahrung  zeigt,  bei  den  meisten  Substanzen  zwischen 

V4  nnd  V2- 


8  Für  Wasser  beträgt  diese  kritische  Geschwindigkeit,  bei  der  z.  B.  ein  Wasser- 
strahl zerreißt,  etwa  14  m  in  der  Sekunde. 

1  Oder  als  YouNGschen  Modul. 

2  Oder  auch  als  PoissoNsche  Konstante. 
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Eine  kontinuierlich  verbreitete  Masse  wird  nun  als  elastisch  de- 
finiert, wenn  an  jeder  Stelle  die  Hauptachsen  der  Dilatation  mit  den 
Hauptachsen  der  Spannung  zusammenfallen  und  die  Hauptspannungen 
gemäß  dem  Gesetze  von  Hocke  und  Navier  Dehnungen  und  Quer- 
kontraktionen hervorbringen.  Wir  wollen  die  Hauptwerte  des  Dilatations- 
tensors mit  t^,  t^,  ^3  bezeichnen  und  die  Hauptspannungen  mit  pj,  pg^  Vs'y 
dann  müssen,  da  sich  die  von  den  drei  Hauptspannungert  hervorgebrachten 
Deformationen  superponieren,  nach  den  Gl.  1  und  2  die  Beziehungen 
gelten 

'      ,    _  Pi    _  _kp2_ ^Pa_ 

^1  ~         E  E  E     ' 


(3) 


^2  =  -  -^-  4 

u  = 


kpi  Po  kp. 


2  E      ^      E  E     ' 

^Pi   _  _^    ,    _Pj_ 

E  E    ^     E      ' 

Die  Summe  der  drei  Hauptwerte  des  Dilatationstensors  stellt  aber 
nun  (da  sie  ja  gleich  ist  der  Divergenz  der  Verrückung)  die  Volum - 
dilatation  dar,  die  mit  0  bezeichnet  werde.  Addieren  wir  die  drei 
Gl.  3,  so  finden  wir  also 

(4)  <9  =  (Pi  +  Ih  +  Ih)  — /^  • 

Die  Gl.  3  können  nun  auch  in  der  Form  geschrieben  werden 

\  +  k  .      k   ,       .         ,       . 
Vi  —E -E  Ö^i  +  2^2  +  Vz) 

i  +  k  k        ^ 

Ih-E T~¥k^- 

Wir  wollen  nunmehr  die   Gl.  5  nach  p^  auflösen,  vorher  aber  zur  Ab- 
kürzung die  Bezeichnungen  einführen 

...  E      _  ,-y  Ek - 

'^^  1+  k         ''^  '        (1  +  AO(l  -  2^k)       ^  • 

Dann  wird 

/       p^=2  jut^-^  Aß  , 

(7)  p^=2iiii^+Ae, 


'i 

oder  nach  Gl.  4 

(5) 

'i 

Von  dem  Koordinatensystem,  dessen  Achsen  mit  den  Eichtungen 
der  Hauptspannungen  zusammenfallen,  gehen  wir  nunmehr  zu  einem 
ganz  behebigen  {x,  y,  z)  über.  Dann  gelten  (nach  Gl.  5  des  §  11)  die  Trans- 
formationsformeln 

Dabei  ist  (nach  Gl.  9  des  §  4) 

(9)  ^V+/^i^+ 71^=1.      ^ 
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Wir  multiplizieren  nun  die  drei  Gl.  7  mit  a^^,  ß^^,  y^  und  addieren  sie. 
Dann  finden  wir 

(10)  f,,=  2fxi,^-\-ie. 

Für  die  Transformation  der  Tensorkomponenten  zweiter  Art  gelten  (nach 
Gl.  5  des  §  11)  die  Beziehungen 

I  fxy=  «1  «2  h   +  /^l  ^2  ^2   +   7l  72  ^3  • 

Dabei  ist  (nach  GL  10  des  §  4) 

(12)  «l«2+Äi^2+7l72=0. 

Wir  multiplizieren  nunmehr  die  drei  Gl.  7  mit  a^  «3  oder  ß^^  ß^  oder  j'j^  70 
und  addieren  dann.     Wir  finden  so 

(13)  f^y=2fÄt^y. 

Setzen  wir  für  die  Komponenten  des  Dilatationstensors  ihre  Werte 
ein,  so  erhalten  wir  daher  die  Gleichungen 

(14)  <!      V.y=    ß  (^  +  Tt)  ' 

(d^  .   an 
P-=  ^  i-ä7  +  -a^j  • 

Somit  wird,  wenn  wir  zu  der  Bildung  der  Vektordivergenz  übergehen, 


(15) 


dx     "+"     dy     ^     dz     ~^\dx^-   ^  dy-^   '^  dz^] 

'  '   a.r  \a.r  '  a^/       a,4 /   '      ox 


Der  Ausdruck  in  der  ersten  Klammer  der  rechten  Seite  ist  A  ^,  der  Aus- 
druck in  der  zweiten  Klammer  aber  gleich  O.     Es  wird  daher 

(16)  btt),p=,«zIf+(/»  +  A)  ||-- 

Ist  nun  das  elastische  Medium  frei  von  Translation  und  Rotation 
(oder  sehen  wir  davon  ab),  so  bleibt  die  durch  die  Koordinaten  x,  y,  z 
dargestellte  Normallage  der  einzelnen  Massenteilchen  ungeändert,  und 
es  kann  daher  der  Vektor  a  der  Verrückung  mit  den  Komponenten  |, 
7],  C  als  Funktion  von  x,  y,  z  und  i  angesehen  werden.  Die  Komponenten 
der  Beschleunigung  an  einer  Stelle  sind  dann  gegeben  durch  die  zweiten 
partiellen  zeitlichen  Differentialquotienten  d'^^jdi^,  d^7]/dt^,  d'^t.jdt'^. 

Nun  muß  aber  (nach  Gl.  4  und  9  des  §  19)  das  Produkt  aus  Massen- 
dichte und  Beschleunigung  gleich  sein  der  Vektordivergenz  der  Spannung, 
und  es  folgt  somit  aus  Gl.  16  die  Beziehung 
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(17)  P-p-  =  .^4f  +  (^  +  ;.)|f-. 

Zwei  analoge  Gleichungen  gelten  für  ?/  und  C- 

Wir  denken  uns  nun  diese  drei  Oleichungen  partiell  nach  |,  i],  C 
differentiiert  und  sodann  addiert.     Derart  finden  wir 

oder 

(]«)  (>^  =  {2,^  +  X)A0. 

Zu  den  elastischen  Medien  können  wir  auch  die  tropfbaren  oder 
gasförmigen  Flüssigkeiten  rechnen.  Da  für  sie  die  Tangentialspan- 
nungen  (nach  §  20)  immer  verschwinden  sollen,  so  erkennen  wir  aus  den 
Gl.  14,  daß  in  elastizitätstheoretischer  Hinsicht  die  Flüssigkeiten  durch 
das  Verschwinden  der  Konstanten  //  charakterisiert  sind. 


IV.  Kapitel. 

Die  Potentiale. 

§  22.    Quellpunkt  und  Feldstärke. 

Ein  sehr  einfacher  und  für  die  Physik  besonders  wichtiger  Spezial- 
fall eines  Feldes  liegt  vor,  wenn  jedem  beliebigen  Punkte  P  des  Feldes 
ein  Skalar  zugeordnet  werden  kann,  der  umgekehrt  proportional 
ist  der  Entfernung  von  einem  bestimmten  Punkte  0.  Man  bezeichnet 
dann  den  Punkt  P  als  den  Aufpunkt,  hingegen  den  Punkt  0  als  den 
Qu  eil  p  unkt.  Den  Proportionalitätsfaktor  zwischen  Skalar  und  rezi- 
proker Entfernung  können  wir  wiederum  auffassen  als  Produkt  aus 
einer  universellen  Konstanten,  deren  Wert  von  dem  benutzten  Maß- 
system abhängt,  und  einer  Größe,  die  wir  als  die  Ergiebigkeit  des 
Quellpunktes  bezeichnen  wollen.  Für  die  folgenden  Betrachtungen 
wollen  wir  einfach  die  Konstante  gleich  Eins  setzen.  Dann  wird,  wenn 
wir  den  Skalar  mit  W  und  die  Ergiebigkeit  mit  g  bezeichnen, 

(1)  "p  =  f- 

Wir  wollen  nun  in  bezug  auf  ein  behebiges  Koordinatensystem  die 
Koordinaten  des  Aufpunktes  mit  x^,  i/a,  ^a  bezeichnen,  hingegen  die 
des  Quellpunktes  mit  x^,  yq,  z^.  Wir  können  uns  dann  entweder  den 
Quellpunkt  festgehalten  und  den  Aufpunkt  veränderhch  denken  (wie 
es  in  §  5  geschah)  oder  aber  auch  den  Aufpunkt  festgehalten  und  den 
Quellpunkt  veränderlich.  Im  ersten  Fall  wollen  wir  von  einem  Gradienten 
bei  veränderlichem  Aufpunkt  sprechen;  wir  kennzeichnen  ihn  da- 
durch, daß  wir  dem  Symbol  des  Gradienten  noch  den  Index  a  hinzufügen. 
Es  ist  also  (wenn  i,  j,  !  die  Grundvektoren  des  Koordinatensystems  sind) 

Der  Gradient  bei  veränderlichem  Quellpunkt,  der  durch  den 
Index  q  charakterisiert  werde,  ist  hingegen 

Nun  ist,  wie  bereits  gezeigt  wurde   (Gl.  18  des  §  5)  und  wie  auch  ohne 
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weiteres  aus  der  Gtl.  2  folgt,  bei  festgehaltenem  Quellpunkte  (wie  dies 
in  §  5  angenommen  wurde) 

(4)  grad„  ^i-j  =  _  2.  1_  ^ 

wenn  r  die  gerichtete  Verbindungsstrecke  von  dem  Quellpunkte  zu  dem 
Auf  punkte  darstellt.  Ebenso  ist  natürlich  (wenn  wir  uns  vorübergehend 
0  als  Aufpunkt  und  P  als   Quellpunkt  denken) 

(5)  grad,  (f)  =-^f , 

wobei  r'  jetzt  die  Verbindungsstrecke  von  dem  Aufpunkt  zu  dem  Quell- 
punkt bedeutet.  Es  ist  aber  nun  r'  entgegengesetzt  gleich  r,  und 
daher  ist 

(6)  grad,(-i)  =  -grad„(|). 

Den  negativen  Gradienten  des  Skalars  bei  veränderlichem  Auf- 
punkt definiert  man  nun  als  die  Feldstärke,  so  daß  andererseits  diese 
in  dem  Skalar  ein  Potential  besitzt  (nach  dessen  Definition  in  §  6). 
Es  ist  also  die  Feldstärke,  die  wir  mit  g  bezeichnen  wollen, 

(7)  S^-grad,'^ 
oder  nach  Gl.  1  und  4 


(8)  5 


r 


Eine  einfache  Beziehung  gilt  für  den  Fluß  der  Feldstärke 
durch  ein  behebiges  Flächenelement.  Nach  der  Definition  des  Flusses 
(§  15)  und  nach  Gl.  8  ist  der  Fluß 

(9)  F,df  =  ^ndf  =  -^^ndf, 

wenn  n  der  zu  dem  Flächenelement  normale,  nach  außen  weisende  Ein- 
heitsvektor ist.  Nun  ist  aber  das  innere  Produkt  aus  dem  Einheits- 
vektor n  und  dem  Einheitsvektor  r/r  nichts  anderes  als  der  Kosinus 
des  Winkels  zwischen  r  und  n.     Es  ist  also 

(10)  .  F„df  =  g^^. 

Um  die  Bedeutung  des  Ausdruckes  zu  erkennen,  mit  dem  auf  der 
rechten  Seite  der  Gl.  10  die  Ergiebigkeit  g  multiphziert  ist,  denken  wir 
uns  um  den  Quellpunkt  mit  der  Längeneinheit  als  Radius  eine  Kugel- 
fläche, eine  sogenannte  Einheitskugel  konstruiert.  Es  ist  dann  ohne 
weiteres  klar,  daß  der  Ausdruck,  mit  dem  in  der  Gl.  10  die  Größe  g 
multiphziert  ist,  nichts  anderes  darstellt  als  das  Stück,  das  aus  der  Ein- 
heitskugel der  Kegel  herausschneidet,  der  den  Quellpunkt  als  Spitze 
und  das  Flächenelement  df  als  Basis  hat.  Bezeichnen  wir  das  aus  der 
Einheitskugel  herausgeschnittene  Flächenstück  mit  dco,  so  ist  also  dco 
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der  sogenannte  räumliche  Winkel,  unter  dem,  von  dem  Quellpunkte 
aus  gesehen,  das  Flächenelement  df  erscheint   (Fig.  27).     Es  wird  also 

(11)  ^-^n  =  do,. 

Dabei  ist  dco  mit  positivem  oder  negativem  Vorzeichen  zu  nehmen, 
je  nachdem,  ob  die  Verlängerung  des  von  dem  Quellpunkte  aus  gezogenen 
Vektors  r  mit  der  nach  außen  weisenden  Flächennormalen  n  einen 
spitzen  oder  stumpfen  Winkel  bildet.  Andererseits  ergibt  sich  mit 
Eücksicht  auf  Gl.  4  und  6  die  für  eine  spätere  Betrachtung  wichtige 
Beziehung 

(12)  -  n  grad,  {-^  df  =  n  grad,  [~)  df  =  d w  . 
Es  wird  somit  nach  Gl.  9  und  11 
(IB)  F^df  =  gdoj.  \        4 

n2 


Fig.  27. 


Fi^.  28. 


Denken  wir  uns  nun  um  den  Quellpunkt  eine  ganz  beliebige  Fläche 
konstruiert,  die  den  Quellpunkt  umschließt,  so  wird  das  über  diese 
Fläche  erstreckte  Integral  des  räumlichen  Winkels  gleich  dem  gesamten 
Oberflächeninhalt  der  Einheitskugel,  also  gleich  4  n.  Für  eine  solche 
Fläche  gilt  also  die  Beziehung 

(14)  fF„df  =  4ng. 

Der  Fluß  der  Feldstärke  durch  eine  einen  Quellpunkt  um- 
schließende Fläche  ist  gleich  der  mit  4  n  multiplizierten  Er- 
giebigkeit des   Quellpunktes. 

Wird  hingegen  der  Quellpunkt  von  der  Fläche  nicht  umschlossen, 
dann  schneidet  (Fig.  28)  jeder  Elementarkegel,  den  man  von  dem  Quell- 
punkte zu  einem  Element  der  geschlossenen  Fläche  legt,  aus  der  Fläche 
zugleich  noch  ein  zweites  Flächenelement  heraus,  wobei  der  Winkel 
zwischen  der  Verlängerung  von  r  und  n  bei  dem  dem  Quellpunkt  näheren 
Flächenelement  ^/j^  stumpf,  bei  dem  anderen  Flächenelement  df^  hin- 
gegen spitz  ist.     Es  ist  also 
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— Y"  cos  (rii,  r)  H — -^  cos  (Ug,  x)  =  —  dco  -\-  do)  =  0  . 

In  einem  von  einem  Quellpunkt  erzeugten  Felde  ist  also  der  Fluß  der 
Feldstärke  durch  eine  geschlossene,  den  Quellpunkt  jedoch  nicht  um- 
schließende Fläche  gleich  Null. 

Stellt  man  demnach  das  Vektorfeld  der  Feldstärke  durch  Vektor- 
linien  derart  dar,  daß  man  die  Dichte  der  Vektorlinien  überall  pro- 
portional macht  dem  auf  die  Flächeneinheit  bezogenen  Vektorfluß  (§  16), 
so  muß  man  also  von  einem  Quellpunkte  4  n  mal  so  viel  Vektorlinien 
ausgehen*  lassen,  als  die  Ergiebigkeit  des  Quellpunktes  beträgt  (über- 
dies noch  multipHziert  mit  dem  willkürHch  zu  wählenden  Proportionalitäts- 
faktor). Hieraus  erklären  sich  auch  die  Bezeichnungen  „Quellpunkt" 
und  „Ergiebigkeit".  Ist  die  Ergiebigkeit  negativ,  so  müssen  natürlich 
umgekehrt  in  den  Quellpunkt  4:ng  Vektorlinien  einmünden. 

Superponieren  sich  nun  n  Felder,  die  von  je  einem  einzelnen 
Quellpunkte  herrühren,  so  entspricht  jedem  Aufpunkt  des  Feldes  ein 
Potential 

(15)  W  =  -^^  . 

Betrachten  wir  dann  eine  ganz  behebige  geschlossene  Fläche,  so  wird 
für  diese  Fläche 

(16)  jFndf=4n^'g,, 

wobei  aber  die  Summe  (wie  durch  den  Strich  neben  dem  Summenzeichen 
angedeutet  werden  soll)  nur  über  diejenigen  Quellpunkte  zu  erstrecken 
ist,  die  innerhalb  der  geschlossenen  Fläche  liegen. 
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Nachdem  wir  bisher  nur  diskrete  Quellpunkte  unseren  Unter- 
suchungen zugrunde  gelegt  haben,  wollen  wir  nunmehr  zu  der  Betrachtung 
einer  kontinuierlichen  Quellenverteilung  übergehen.  Die  auf  die 
Volumeinheit  bezogene  Ergiebigkeit  bezeichnen  wir  dann  einfach  als 
die  Dichte  und  nennen  sie  g.  Es  kann  also  jedes  Volumelement  dt 
aufgefaßt  werden  als  Quellpunkt  von  der  Ergiebigkeit  q  dr,  wobei  g 
der  Wert  ist,  den  an  der  Stelle  des  Volumelements  die  Dichte  besitzt. 
Nach  Gl.  15  des  §  22  wird  dann  das  Potential 


(1)  »'=/^ 


wobei   r  die  Entfernung  des  Volumelementes  von  dem  Aufpunkte  be- 
deutet. 

Nun  ist  allerdings  für  den  Aufpunkt  selbst  1/r  unendhch  groß. 
Aber  trotzdem  wird  auch  dann,  wenn  im  Aufpunkt  ganz  allgemein  g 
von  Null  verschieden  ist,  der  Anteil  nicht  unendlich  groß,  den  zu  dem 
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Integral  der  Gl.  1  das  Volumelement  liefert,  das  den  Aufpunkt  selbst 
enthält.  Um  dies  einzusehen,  brauchen  wir  uns  nur  um  den  Aufpunkt 
eine  kleine  Kugel  vom  Radius  a  konstruiert  zu  denken,  innerhalb  deren 
wegen  ihrer  Kleinheit  q  als  konstant  angesehen  werden  darf.  Das  Integral 
über  diese  kleine  Kugel  wird  dann,  indem  wir  uns  die  Kugel  in  Kugel - 
schalen  zerlegt  denken, 

— r— =  4e^^- 

0 

Wird  a  unendlich  klein  von  der  ersten  Ordnung,  so  wird  also  d^r  Anteil, 
den  zu  dem  Integral  der  Gl.  1  die  kleine,  den  Aufpunkt  umschließende 
Kugel  liefert,  unendlich  klein  von  der  zweiten  Ordnung. 

Für  eine  kontinuierHche  Quellen  Verteilung  nimmt  die  Gl.  16  des 
§  22  die  Form  an 

(2)  fF,df  =  i7zjQCiT. 

Andererseits  kann  aber  nach  dem  Satze  von  Gauss  das  Flächenintegral 
der  linken  Seite  dieser  Gleichung  ersetzt  werden  durch  das  Volumintegral 
der  Divergenz  der  Feldstärke;  und  da  die  Gl.  2  für  jedes  beliebige 
Volumen  erfüllt  sein  muß,  so  muß  somit  die  allgemein  gültige,  wichtige 
Beziehung  bestehen 

(3)  div  g  =  4  TT  ^  . 

Potential  und  Dichte  sind  daher  (nach  Gl.  7  des  §  22  und  GL  20  des  §  14) 
durch  die  Beziehung  miteinander  verknüpft 

(4)  AT  =  —4.7ZQ. 

Diese  Gleichung  wird  nach  ihrem  Entdecker  (1813)  als  die  Gleichung 
von  PoissoN  bezeichnet.     Verschwindet  in  dem  Aufpunkt  die  Dichte, 
so  wird 
(5),  AW  =  0, 

eine  Beziehung,  die  bereits  vor  Poisson  von  Laplace  (1789)  gewonnen 
wurde  und  die  darum  als  Spezialfall  der  Poisson  sehen  Gleichung  die 
Gleichung  von  Laplace  genannt  wird. 

Die  Gleichung  von  Laplace  ergibt  sich  in  der  Tat  direkt  durch  eine 
sehr  einfache  mathematische  Betrachtung.  Wir  gehen  dazu  von  der 
Formel  aus 

(6)  r^=  (Xa-  x^)^  +  (y,-  y^^  +  (^«-  ^,)'  . 

wobei   sich  die  Indizes  auf  Aufpunkt  und  Quellpunkt  beziehen.^     Aus 

der  Gl.  6  folgt 


1  Die  Gl.  6  kann  natürlich  auch  in  der  Fonn  geschrieben  werden 
Dann  ist  nur  in  Gl.  7,  nicht  aber  in  Gl.  8  das  Vorzeichen  anders. 
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mx  _^  11]   ^  _  1.   iL.  ^ L     ^«~  ^g     3^  _     -^g  -  ^Q     . 


Hieraus  ergibt  sich  durch  abermalige  partielle  Differentiation 

^^  aV  \r)~         r^   '^  r*  dx^  ~         r^   ~^  r^ 


Bilden  wir  in  analoger  Weise  die  zweiten  partiellen  Differentialquotienten 
nach  ija  und  z^  und  addieren  wir  dann,  so  finden  wir 


-.(t)  = 


3      .     3r2 


=  0. 


r 
also 

Aus  dieser  Gleichung  (die  in  einer  späteren  Untersuchung  verwertet 
werden  wird)  folgt  in  der  Tat  durch  Multiplikation  mit  der  Ergiebigkeit 
eines  Quellpunktes,  daß  in  dem  Felde  eines  einzelnen  Quellpunktes  in 
jedem  Aufpunkt  die  LAPLACESche  Ableitung  des  Potentials  verschwindet 
Dasselbe  gilt  natürlich  auch  für  ein  System  von  beliebig  vielen  Quell- 
punkten, woferne  der  Aufpunkt  nicht  zugleich  selbst  ein  Quellpunkt  ist. 
somit  gilt  es  auch  bei  einer  kontinuierlichen  Quellenverteilung  für  einen 
Aufpunkt,  in  dem  die  Dichte  Null  ist. 

Da  wir  bezüglich  der  skalaren  Größe  q  keinerlei  besonderen  Vor- 
aussetzungen gemacht  haben,  so  ergibt  sich  aus  den  Gl.  1  und  4  die  für 
jeden  beliebigen  Skalar  S  erfüllte  Gleichung 

(10)  aJI1L^^4j,s, 

wobei  eben  auf  der  rechten  Seite  der  Gleichung  S  den  Wert  des  Skalars 
im  Aufpunkt  bedeutet.  In  der  Gl.  10  können  wir  natürhch  auch  S  durch 
die  drei  Komponenten  eines  Vektors  ^  ersetzen;  indem  wir  die  drei 
Gleichungen,  die  sich  so  ergeben,  mit  den  drei  Grundvektoren  des  Ko- 
ordinatensystems multiplizieren  und  addieren,  erhalten  wir  die  wichtige, 
für  einen  beliebigen  Vektor  erfüllte  Beziehung 

(11)  Aj^  =  -4n^U. 


§  24.   Die  Quellenflächen. 

Ein  wichtiger  Spezialfall  einer  kontinuierHchen  Quellenverteilung 
liegt  vor,  wenn  das  Quellengebiet  eine  Schale  von  so  geringer  Dicke 
darstellt,  daß  die  Dicke  vernachlässigt  werden  kann  neben  den  anderen 
Dimensionen  des  Quellengebietes.  Man  spricht  dann  von  einer  Quellen - 
fläche  und  bezeichnet  die  auf  die  Flächeneinheit  bezogene  Ergiebig- 
keit als  die  Flächen  dichte.    Es  sei  nun  der  Wert  der  Feldstärke  un- 
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mittelbar  zu  beiden  Seiten  der  Quellenfläche  5^  und  gg»  ^^^  wir  wollen 
es  untersuchen,  in  welchen  Beziehungen  die  beiden  Werte  der  Feld- 
stärke unmittelbar  zu  beiden  Seiten  der  Quellenfläche  zueinander  stehen, 
wenn  die  Flächendichte  o  gegeben  ist. 

Wir  zerlegen  dazu  die  Vektoren  der  Feldstärke  in  je  zwei  Kom- 
ponenten. Die  einen  mögen  die  Kichtung  der  nach  außen  weisenden 
Flächennormalen  haben  und  bezeichnet  werden  mit  g/  und  gg'-  ^^^ 
anderen  Komponenten  sind  dann  tangential;  sie  mögen  bezeichnet 
werden  mit  g/'  und  ^2"  (^ig-  29). 

Wir  denken  uns  nun  über  einem  Elemente  der  Quellenfläche  nach 
beiden  Seiten  einen  Zylinder  konstruiert,  dessen  Höhe  sehr  klein  sei 
gegenüber  seiner  Basis  (Fig.  30).  Dann  ist  die  vom  Zylinder  nach  außen 
weisende  Normalkomponente  in  bezug  auf  die  äußere  Basis  gleich  F^', 
und  die  vom  Zylinder  nach  außen  weisende  Normalkomponente  in  bezug 
auf  die  innere  Basis  gleich  (—  F^)-     Wegen  der  beliebig  kleinen  Höhe 


Fig.  29.  Fig.  30.  Fig.  31. 

des  Zylinders  kann  somit  mit  beliebiger  Annäherung  der  Fluß  der  Feld- 
stärke durch  die  Oberfläche  des  Zylinders  gleich  gesetzt  werden 

iF,'-F,')df. 

Andererseits  muß  (nach  Gl.  16  des  §  22)  dieser  Fluß  der  Feldstärke 
gleich  sein  4jr  mal  der  in  dem  Zylinder  enthaltenen  Quellenergiebigkeit. 
Diese  ist  aber  gleich  o  df,  und  es  ergibt  sich  somit  die  wichtige  Beziehung 

(1)  F^'-F,'=4:7ta, 

Die  Normalkomponente  der  Feldstärke  durchsetzt  eine  Quellenfläche 
nicht  stetig,  sondern  erfährt  einen  Sprung,  der  gleich  ist  der  mit 
4 TT  multiplizierten  Flächendichte;  um  so  viel  ist  die  Komponente 
in  der  Eichtung  der  nach  außen  weisenden  Normalen  an  der  Außenseite 
größer  als  an  der  Innenseite. 

Andererseits  denken  wir  uns  nmi  eine  die  Quellenfläche  senkrecht 
schneidende  Ebene  konstruiert  und  in  ihr  eine  Kurve  gezogen,  die  sich 
auf  das  engste  an  die  Quellenfläche  anschmiege  und  sie  in  zwei  einander 
nahen  Punkten  A  und  B  senkrecht  durchsetze  (Fig.  31).  Da  die  Normal- 
komponente der  Feldstärke  auch  in  der  Fläche  selbst  nach  Gl.  1  nicht 
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unendlich  wird,  so  kann  das  Linienintegral  der  Feldstärke  längs  der 
geschlossenen  Kurve  gleich  gesetzt  werden 

B  A 

(2)  fd  d%  =fdi'ds  +Jd^''dB  . 

A  B 

Nun-  kann  aber  nach  dem  Satze  von  Stokes  das  Linienintegral 
von  5  ersetzt  werden  durch  ein  Flächenintegral  der  Eotation  von  g. 
Die  Rotation  von  5  muß  aber  (nach  Gl.  23  des  §  14)  verschwinden,  weil 
ja  5  als  Gradient  eines  Skalars  darstellbar  ist.  Es  wird  also  die  linke 
Seite  der  Gl.  2  gleich  Null,  und  daher  wird 

B  B 

(3)  Jg/'d5=Jg,"rfs. 

A  A 

Diese  Gleichung  muß  bestehen,  welche  Form  und  Länge  auch  immer 
die  Kurve  hat  und  wie  immer  auch  die  zu  der  Quellenfläche  senkrechte 
Ebene  gelegt  wird,  die  diese  Kurve  enthält.  Dies  ist  nur  dann  möglich, 
wenn  ganz  allgemein  die  Beziehung  besteht 


(4) 


5i"=  52"  ■ 


Die  Tangentialkomponente  der  Feldstärke  hat  also  zu  beiden 
Seiten  der  öuellenfläche  denselben  Wert. 

Für  das  /otential  einer  Quellenfläche  ergibt  sich  (nach  Gl.  15 
des  §  22)  diepeziehung 

(5)       /  ^=S'4^- 


§  25.   duellenpaar  und  Doppelschichte. 

Als  Gtellenpaar  definieren  wir  ein  System  von  zwei  miteinander 
starr  vejbundenen  und  benachbarten  Quellpunkten,  die  eine 
entgegegesetzt  gleicheEr- 
giebigkjt  aufweisen.  Das  Pro- 
dukt auilem  Betrage  der  Er- 
giebigkei  und  der  gerichteten 
Verbindlgsst recke, die  von  der 
negatiin  zu  der  positiven 
Quelleliihrt,  wird  definiert  als  "l'g 
das  Mpient  des  Quellen- 
paarefEs  stellt  einen  Vektor 
dar  unperde  mit  5Ü1  bezeichnet. 

\i  betrachten  nun  einen 
beliebfn  Aufpunkt  P;  die  Ent- 

fernui  die  er  von  der  negativen   Quelle  hat,  sei  r^,  seine  Entfernung 
von  /r   positiven    Quelle   r^    (Fig.  32).      Die   Verbindungsstrecke,    die 
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von  der  negativen  zu  der  positiven  Quelle  führt,  sei  Oig.  Dann  ist  (nach 
Gl.  15  des  §  22) 

Nun  kann  aber,  wenn  wir  uns  den  Aufpunkt  vorübergehend  festgehalten 
denken,  wegen  der  geringen  Entfernung  der  l^eiden  (nach  der  Definition 
benachbarten)   Quellpunkte  gesetzt  werden 


(2) 


—  =  a, 


grad,(|)    ^ 


(gemäß  Gl.  10  des  §  5).     Das  Produkt  g  ai2  stellt  aber  das  Moment  ^ 
nach  dessen  Definition  dar.     Es  ist  also 


(B) 


!P==9Jlgrad,(|)  • 


Eine  Doppelfläche,  die  in  ihren  beiden  Einzelflächen  entgegengesetzt 
gleiche  und  überall  konstante  Flächen  dichte  aufweist,  können  wir  als 
ein  flächenhaftes  Quellenpaar  oder  als  eine  so- 
genannte Doppelschichte  auffassen.  Aus  der 
Doppelfläche  wollen  wir  einen  Zylinder  heraus- 
schneiden von  der  Basis  df;  der  Abstand  der  bei- 
den Flächen  sei  a  (Fig.  33).  Der  zu  der  Doppel- 
fläche normale  Einheitsvektor,  de?  von  der  ne- 
gativen zu  der  positiven  Fläche  weist,  sei  n. 
Dann  wird  das  Potential  dW,  das  von  dem  be- 
trachteten Element  der  Doppelsch?.hte  in  einem 
Aufpunkt  P  in  der  Entfernung  r  erzeugt  wird, 
nach  Gl.  3 

(4)  dW  =  na(Tdfgvs^d,(^y^ 

Nach  Gl.  12  des  §  22  können  wir  dafür  aljr  schreiben 


(5) 


dW  =  aod 


O) 


wenn  CO  den  räumlichen  Winkel  bedeutet,  unter  dem  voniem  Auf- 
punkte aus  das  Flächenelement  erscheint. 

Es  ist  nun  noch  festzustellen,  wann  doj  positiv,  und  wanres  negativ 
ist.  Bezeichnen  wir  die  von  dem  Flächenelement  zu  dem  Aipunkt  ge- 
zogene Strecke  mit  r,  so  ist  (nach  Gl.  5  des  §  22) 


grad,  f~^  = 


Es  ist  also  dco  dann  positiv,  wenn  das  innere  Produkt  aus  r  unct  positiv 
ist,  wenn  also  die  von  der  negativen  zu  der  positiven  Schichtev^isende 
Normale  einen  spitzen  Winkel  mit  dem  Vektor  r  bildet.  Da&st  aber 
dann  der  Fall,  wenn  dem  Aufpunkt  die  positive  Schicte  zu- 
gewendet ist.     Im  entgegengesetzten  Falle  ist  dco  negativ. 


I 
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Das  Produkt  aa  stellt  den  auf  die  Flächeneinheit  bezogenen  Betrag 
des  Momentes  dar;  dieses  Produkt  möge  kurz  die  Momentendichte 
genannt  und  mit  x  bezeichnet  werden.  Durch  Integration  der  Gl.  5 
über  die  ganze  Doppelfläche  ergibt  sich  somit  die  einfache  und  wichtige 
Beziehung 

(6)  T=xo^- 

Das  von  einer  Boppelschichtein  einem  Auf  punkte  erzeugte  Potential 
ist  gleich  dem  Produkte  aus  der  Momentendichte  und  dem 
räumlichen  Winkel,  unter  dem  von  dem  Auf  punkte  aus  die  Doppel- 
schichte erscheint.  Das  Vorzeichen  ist  dabei  positiv  oder  negativ,  je  nach- 
dem, ob  dem  Aufpunkt  die  positive  oder  die  negative  Schichte  zugewendet 
ist.  Das  Potential  hängt  also  außer  von  der  Momentendichte  nur  von 
der  Begrenzungskurve  ab,  während  es  völlig  unabhängig  ist  von  der 
Gestalt,  die  innerhalb  dieser  Begrenzung  die  Doppelfläche  hat. 


§  26.   Das  vektorielle  Potential. 

Ebenso  wie  sich  das  bisher  betrachtete  skalare  Potential  zurück- 
führen läßt  auf  die  Funktion  1/r,  wenn  r  die  Entfernung  zwischen  Auf- 
punkt und  Quellpunkt  ist,  so  läßt  sich  das  sogenannte  vektorielle 
Potential  zurückführen  auf  den  Vektor 


(1)  ■     ^==/ 


r 


dabei  bedeutet  ds  das  Element  einer  gewissermaßen  aus  Quellpunkten 
zitsammengesetzten  geschlossenen  Kurve  und  r  die  Entfernung  des 
Auf  Punktes  von  dem  Kurvenelement.  Das  durch  den  Vektor  Sß  dar- 
gestellte Integral  möge  im  folgenden  kurz  das  Kurvenpotential  ge- 
nannt werden. 

,      Nun  ist  nach  Gl.  16  des  §  17 

(2)  /ii=/[„grad,(±)]./, 

wenn  df  das  Element  einer  von  der  Xurve  umschlossenen  Fläche  ist. 
Denn  bei  der  Integration  müssen  wir  uns  ja  den  Aufpunkt  festgehalten 
denken.  Dabei  muß  gemäß  dem  Satze  von  Stokes  der  Flächennormalen 
ein  derartiger  Eichtungssinn  gegeben  werden,  daß  von  ihrer  Spitze  der 
Umlauf  der  Integration  dem  Uhrzeiger  entgegengesetzt  erscheint. 

Wir  stellen  uns  nun  zunächst  die  Aufgabe,  die  Kotation  des 
Kurvenpotentials  zu  berechnen  (natürlich  bei  veränderlichem  Auf- 
punkt).     Wir  finden  dann  aus  Gl.  1  und  2 

(3)  rot„^--Jrot,b^/, 
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wenn  wir  zur  Abkürzung  setzen 

(4)  b-    ngrad„(-^j 

(unter  Benutzung  von  Gl.  6  des  §  22).     Nun  ist 


(5) 


Ferner  ist 


K  =  '^x  "ö— 


{t)--^-^Av) 


rot,  1,^1^  _.^. 

Nun  ist  aber  n  ganz  unabhängig  von  den  Koordinaten  des  Aufpunktes, 
und  somit  finden  wir 

(6)    rot,,b  =nx^  (i)  -^  ^.^a-  (7)  -  '^.T-ikr  (v)  +  ^^£^(7) ' 
Es  ist  aber  (nach  Gl.  9  des  §  23) 

dyj    [r)  ^    dzj    [r  1  ~         av  [rj 
Mittels  dieser  Beziehung  wollen  wir  die  Gl.  ß  umformen.    Nun  sind  aber 
ja  die  Komponenten  von  n  völlig  unabhängig  von  den  Koordinaten  des 
Aufpunktes,  und  sie  können  daher  bei  der  partiellen  Differentiation  nach 
^o>  Va}  ^a  ^Is  konstant  angesehen  werden.     Es  wird  somit 


p) 


1  =-ei{"«'^^''"(y)}- 


Wenn  wir  zu  der  Gl.  3  zurückkehren  und  die  Gl.  6  des  §  22  benutzen, 
finden  wir  daher^ 

(8)  rot,„^  =  -J^{ngrad,(i  )}<?/. 

Da  sich  die  Integration  auf  die  Quellpunkte,  die  partielle  Differen- 
tiation hingegen  auf  den  Aufpunkt  bezieht,  so  kann  endlich  in  Gl.  S 
die  Eeihenfolge  dieser  beiden  Operationen  vertauscht  werden,  und  so 
ergibt  sich  die  wichtige  Beziehung 

(9)  ^°*«/ V^  =  ~  grad^/n  grad,  (—^  df  . 

Dabei   muß,   wie   schon   erwähnt,  gemäß  dem   Satze  von   Stokes  dem 
normalen  Einheitsvektor  ein  derartiger  Kichtungssinn  gegeben  werden. 


1  Es  ist  zu  beachten,  daß  der  Ausdruck  in  der  geschlungenen  Klammer  der  Gl.  8 
das  innere  Produkt  zweier  Vektoren,  nämlich  des  normalen  Einheitsvektors  und  des 
Gradienten,  darstellt. 
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daß,  von  seiner  Spitze  gesehen,  der  Integrationsumlauf  dem  Uhrzeiger 
entgegengesetzt  erscheint. 

Von  der  rein  geometrischen  GL  9  können  wir  nun  sogleich  eine 
wichtige  Anwendung  auf  die  Doppelschichten  machen.  Die  von  einer 
Doppelschichte  mit  der  Momentendichte  %  erzeugte  Feldstärke  ist  ja 
als  negativer  Gradient  des  Potentials  (gemäß  Gl.  4  des  §  25) 

(10)  5  =  -  Z  grad,  Jn  grad,  (i-)  df  , 

wobei  der  normale  Einheitsvektor  n  von  der  negativen  zu  der  positiven 
Schichte  weist.  Mittels  der  Gl.  9  kann  die  Gl.  10  nun  aber  auch  in  die 
Form  gebracht  werden 

(11)  ■  5  =  ;trot„J^. 

Die  von  einer  Doppelschichte  herrührende  Feldstärke  läßt  sich  also 
nicht  nur  als  Gradient  des  skalaren  Potentials  darstellen,  sondern  auch 
als  Eotation  des  noch  mit  der  Momentendichte  multiplizierten 
Kurvenpotentials  der  Begrenzung.  Längs  der  Kurve  ist  dabei 
in  einem  derartigen  Umlaufssinn  zu  integrieren,  daß  der  Umlauf  ent- 
gegengesetzt dem  Uhrzeiger  von  der  Spitze  der  Normalen  erscheint, 
die  von  der  negativen  zu  der  positiven  Schichte  führt. 

Die  Gl.  11  können  wir  auch  in  der  Differentialform  schreiben 

(12)  'J5  =  zrot«(4')' 

wobei  sich  die  gesamte  Feldstärke  in  dem  Aufpunkt  durch  Integration 
über  die  Begrenzungskurve  der  Doppelschichte  ergibt.  Nun  ist  (nach 
Gl.  27  des  §  14) 

(13)  ^<(4^)  =T^<(^^)  -  f^^'  grad„(i-)'  . 

Da  die  Komponenten  des  Kurvenelementes  ganz  unabhängig  sind  von 
den  Koordinaten  des  Aufpunktes,  so  verschwindet  das  erste  Glied  der 
rechten  Seite  dieser  Gleichung,  und  es  wird,  wenn  wir  die  Gl.  4  des  §  22 
benutzen, 


(14)  d^  = 


d^, 


Nachdem  wir  nun  vorhin  die  Eotation  des  Kurvenpotentials  ermittelt 
haben,  wollen  wir  noch  die  Divergenz  des  Kurvenpotentials  be- 
rechnen (und  zwar  natürlich  auch  bei  veränderlichem  Aufpunkt).     Wir 
finden  zunächst 
(15)  ^^^f^. 

Nun  Ijezieht  sich  aber  die  partielle  Differentiation  auf  den  Aufpunkt, 
hingegen  die  Integration  auf  den  Quellpunkt.  Es  kann  somit  die  Keihen- 
folge  der  beiden  voneinander  unabhängigen  Operationen  vertauscht  und 
somit  auch  gesetzt  werden 
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Andererseits  sind  aber  wieder  (nach  Gl.  6  des  §  22)  die  partiellen  Diffe- 
rentialquotienten nach  Xa  und  x^  entgegengesetzt  gleich,  und  es  wird  daher 

('^)   ^-  *  =-/te  (I)  ^^« + i  (v)  ^y^ + 4;  (v)  ^' 

Der  Ausdruck  in  der  geschlungenen  Klammer  stellt  aber  nun  nichts 
anderes  dar  als  das  vollständige  Differential  von  (1/r)  bei  festgehaltenem 
Aufpunkt  und  veränderlichem   Quellpunkt.     Es  wird  also 

(18)  div„^  =  0, 

wofern  die  Kurve  geschlossen  ist. 

Wir  denken  uns  nun  die  bisher  betrachtete  geschlossene  Kurve 
erweitert  zu  einer  Eöhre  von  zwar  geringem,  aber  immerhin  endlichem 
Querschnitt.  Betrachten  wir  für  eine  solche  Köhre  mit  dem  Quer- 
schnitt q  das  noch  mit  einera  konstanten  Skalar  S  multiplizierte  Kurven- 
potential, so  können  wir  setzen 

(19)  Sds=^dT, 

wenn  dr  ein  Volumelement  der  Eöhre  bedeutet  und 

(20)  ^=:A4- 

ist. 2     Der  Vektor  ^,  der  in  die  Gl.  19  eingeführt  wurde,  hat  also  die 
Eichtung  des  Kurvenelementes  und  einen  Betrag,   der  gleich  ist   dem 
Quotienten  aus  dem  Skalar  S  und  dem  Querschnitt  der  Eöhre. 
Es  ist  dann 

(21)  Sip=/^=/^, 

und  aus  der  Gl,  11  des  §  23  folgt  dann  (wegen  der  Konstanz  von  S  inner- 
halb der  Eöhre)  ohne  weiteres  die  Beziehung 

(22)  SASp=- 4  71'^. 
Nun  ist  aber  andererseits  (nach  Gl.  25  des  §  14) 

(23)  rot  rot  ^  =  grad  div  ^  -  zl  ^  . 

Nach  Gl.  18  ergibt  sich  also  für  eine  geschlossene  Eöhre  die  wichtige 
Beziehung 

(24)  SrotYot^  =  4:7t%, 

wobei  der  Vektor  ^  gemäß  Gl.  20  durch  den  Skalar  S  und  den  Eöhren- 
querschnitt  bestimmt  ist.  Da  die  Divergenz  einer  Eotation  (nach  Gl.  24 
des  §  14)  immer  verschwindet,  so  folgt  aus  der  Gl.  24,  daß  stets 

(25)  div  ^  -  0 

sein  muß,  wofern  die  Eöhre  geschlossen  ist. 

2  Es  ist  ja  dr  gleich  q-  ds. 
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§  27.   Die  Coulomb  sehen  Fernkräfte. 

Eine  zwischen  zwei  Quellpunkten  wirkende  Kraft  wollen 
wir  als  eine  CouLOMBSche  Fernkraft  bezeichnen,  wenn  die  Kraft  51, 
die  ein  Quellpunkt  II  von  der  Ergiebigkeit  g'  seitens  eines  Quellpunktes  / 
erfährt,  gleich  ist 

(1)  Ä  =  /g, 

w^obei  g  die  Feldstärke  bedeutet,  die  der  erste  Quellpunkt  an  der  Stelle 
erzeugt,  an  der  sich  der  zweite  Quellpunkt  befindet. 

Der  Kraft  entspricht  eine  potentielle  Energie,  die  V  genannt 
werde  und  als  deren  negativer  Gradient  die  Kraft  erscheint.  Die  poten- 
tielle Energie  hängt  daher  mit  dem  Potential  W  der  Feldstärke  durch 
die  Beziehung  zusammen 

(2)  V=g'W, 

wenn  W  das  Potential  an  der  Stelle  ist,  an  der  sich  der  zweite  Quell- 
punkt befindet. 

Für  die  potentielle  Energie  eines  Systems  von  Quellpunkten 
folgt  daraus 

k  =  n  h=^n  k  =  n    _    „ 

(8)  F=i2!/.'?.  =  i2  2^- 

fc=l  h=l  fc=l    ^'»'■' 

Der  Faktor  J  muß  noch  hinzugefügt  werden,  weil  ja  in  der  Doppelsumme 
jede  Kombination  von  zwei  Quellpunkten  doppelt  vorkommt  (es  wird 
z.  B.  (jf^  gj,  gleich  g^  g^  sowohl,  wenn  h  =  4:  und  k  =  1,  als  auch,  wenn 
h  =  7  und  k  =  4  ist). 

Betrachten  wir  nun  ein  Feld  mit  kontinuierlicher  Quellenverteilung, 
so  wird  entsprechend  der  Gl.  3 

(4)  V  =  ijQWdT 

oder  nach  der  Poisson  sehen  Gleichung 

(5)  V  =  --^JWAWdT. 

Denken  wir  uns  das  Feld  unbegrenzt,  und  nehmen  wir  an,  daß  im  Un- 
endlichen das  Potential  und  somit  auch  die  Feldstärke  verschwinde 
(und  das  ist  der  Fall,  wenn  die  Quellen  durchwegs  im  EndUchen  Hegen), 
so  trifft  die  Voraussetzung  zu,  die  für  die  Gültigkeit  des  speziellen  Satzes 
von  Green  notwendig  ist  (Gl.  7  des  §  15).     Es  wird  dann 

(6)  JWAWdr^-f{gTSidW)^dT 

oder,  weil  der  negative  Gradient  von  W  die  Feldstärke  g  darstellt, 

(7)  v  =  i^jF^dr. 

Die  auf  die  Volumeinheit  bezogene  Energie,  die  sogenannte  Energie- 
dichte,  ergibt  sich  also  zu 
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Das  Potential  der  mechanischen  Kraft,  die  in  einem  Felde  auf  ein 
Quellenpaar  von  der  Ergiebigkeit  g'  wirkt,  ist  nach  Gl.  2 

(9)  V=g'{W^-W^), 

wenn  W-^  das  Potential  an  der  Stelle  der  negativen  und  iPg  das  an  der 
Stelle  der  positiven   Quelle  ist.     Andererseits  ist  (nach  Gl.  10  des  §  5) 

(10)  S',-S'i  =  ai2grad,!P. 

Da  das  Produkt  aus  der  Verbindungsstrecke  a^^  ^^^  d'  ^-ber  das  Moment 
9K'  des  Quellenpaares  darstellt,  so  wird 

(11)  F=  äR' grad„  !?^ . 

Auf  Gruijd  dieser  Formel  kann  nun  auch  leicht  das  Potential  der 
mechanischen  Kraft  berechnet  werden,  mit  der  zwei  Doppel- 
schichten aufeinander  wirken.  Wir  betrachten  ein  Flächenelement 
df  der  zweiten  Doppelschichte,  deren  Momentendichte  ;^'  und  deren  (von 
der  negativen  zur  positiven  Schichte  weisende)  Einheitsnormale  n'  sei. 
Dann  wird  nach  Gl.  11 

(12)  dV==n'/grEid^^dr. 

Andererseits  ist  aber  nun  grad^  W  entgegengesetzt  gleich  der  Feldstärke 
g,  und  (—5)  ist  wieder  nach  Gl.  11  des  §26  gleich  —  ;frot^,  wenn 
X  die  Momentendichte  der  ersten  Doppelschichte  ist  und  ^  das  Kurven - 
Potential,  das  über  die  Begrenzung  der  ersten  Doppelschichte  erstreckt 
wird.    Es  wird  also 

(13)  F=-;^/Jn'rot^^/'. 

Nach  dem  Satze  von  St okeb  ist  aber  das  Integral,  das  in  dieser  Gleichung 
auftritt,  nichts  anderes  als  das  Linienintegral  des  Vektors  ^,  erstreckt 
über  die  Begrenzung  der  zweiten  Doppelschichte.  Nennen  wir  das  Element 
dieser  Begrenzung  ds^  so  wird  also 

(14)  V=-xxf'^äs\ 

Setzen  wir  schließHch  in  dieser  Gleichung  für  das  Kurvenpotential  der 
ersten  Döppelschichte  seinen  Wert  ein,  indem  wir  das  Element  der  Be- 
grenzung der  ersten  Doppelschichte  mit  d%  bezeichnen,  so  wird 


(15)  V  =-  XX' JJ- 


§  28.    Elektrische  Ladung  und  elektrischer  Strom. 

Die  Grundlage  der  Elektrizitätstheorie  bildet  die  von  Coulomb 
im  Jahre  1785  entdeckte  Erfahrungstatsache,  daß  zwischen  elek- 
trisch geladenen  Körpern  eine  Kraft  wirkt,  die  dem  Produkte 
der  Ladungen  direkt,  dem  Quadrate  der  Entfernung  umgekehrt 
proportional  ist,  die  in  die  Kichtung  der  Verbindungslinie  fällt 
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und  abstoßend  oder  anziehend  ist,  je  nachdem,  ob  die  beiden  Ladungen 
von  gleicher  oder  entgegengesetzter  Art  sind.  Es  ist  also  die  Kraft  5^, 
die  eine  Ladung  e'  seitens  einer  Ladung  e  erfährt, 

(1)  ■«  =  ^f' 

wenn  r  die  gerichtete  Strecke  bedeutet,  die  von  der  Ladung  e  zu  der 
Ladung  e'  führt.  Bezeichnen  wir  die  elektrische  Feldstärke,  die  an 
der  Stelle  der  Ladung  e'  die  Ladung  e  hervorruft,  mit  (£,  so  ist  also  (nach 

Gl.  8  des  §  22) 

(2)  S{=e'^. 

Wir  können  demnach  die  bisher  gewonnenen  Ergebnisse  ohne  weiteres 
auch  auf  elektrische  Felder  übertragen,  indem- wir  an  die  Stelle  der  Er- 
giebigkeit die  elektrische  Ladung  setzen,  an  die  Stelle  der  allgemeinen 
Feldstärke  die  elektrische  Feldstärke  CB  und  an  die  Stelle  der  Dichte  die 
Ladungsdichte,  für  die  in  üblicher  Weise  der  Buchstabe  q  beibehalten 
werde.  Die  Vektorlinien  der  elektrischen  Feldstärke  wollen  wir  als  die 
elektrischen  Kraftlinien  bezeichnen. 

Elektrische  Feldstärke  und  Ladungsdichte  sind  dann  (nach  Gl.  3 
des  §  23)  durch  die  Beziehung  verknüpft 

(3)  div  (g  =  4  JT  ^  . 

Andererseits  ist  (nach  Gl.  8  des  §  27)  die  En er gie dichte  im  elektrischen 
Felde  gleich  dem  durch  8  tt  dividierten  Quadrate  der  elektrischen 
Feldstärke. 

Da  die  elektrische  Feldstärke  als  negativer  Gradient  des  elek- 
trischen Potentials  einen  lamellaren  Vektor  darstellt,  so  ist  (nach 
§  16)  das  elektrostatische  Feld  am  einfachsten  graphisch  darstellbar 
durch  Konstruktion  der  von  den  Potent ial flächen  gebildetenLamellen. 
Die  elektrische  Feldstärke  ist  überall  senkrecht  zu  den  Potentialflächen 
und  in  ihrem  Betrage  der  Dicke  der  Lamellen  umgekehrt  proportional. 
Von  jeder  Ladung  e  entspringen  4:7ze  Kraftlinien  (noch  multipliziert  mit 
einem  willkürlichen  Proportionalitätsfaktor),  bzw.  münden  ebensoviel 
Kraftlinien  in  die  Ladung  ein,  wenn  sie  negativ  ist. 

Ist  ein  Körper  so  beschaffen,  daß  in  ihm  die  Elektrizität  frei  beweg- 
lich ist,  so  bezeichnet  man  den  Körper  als  einen  Leiter  oder  Konduktor. 
In  einem  Leiter  kann  Gleichgewicht  nur  vorhanden  sein,  wenn  in  seinem 
Inneren  die  elektrische  Feldstärke  überhaupt  verschwindet.  Das  ist  trotz 
des  Vorhandenseins  einer  Ladung  aber  nur  dann  möghch,  wenn  das 
elektrische  Potential  innerhalb  des  Leiters  konstant  ist.  Nach 
Gl.  3  muß  dann  natürlich  auch  innerhalb  des  Körpers  überall  q  ver- 
schwinden; die  Elektrizität,  mit  der  der  Konduktor  geladen  ist,  kann 
also  ihren  Sitz  nur  auf  der  Oberfläche  des  Konduktors  haben. 

Größe  und  Richtung  der  Feldstärke  an  der  Oberfläche  sind  nun 
leicht  auf  Grund  der  beiden  früher  (§  24)  ermittelten  Beziehungen  be- 
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stimmbar,  wonach  die  tangentiale  Komponente  der  Feldstärke  zu  beiden 
Seiten  der  Oberfläche  denselben  Wert  hat,  während  die  Normalkomponente 
in  der  Kichtung  der  nach  außen  weisenden  Normalen  an  der  Außenseite 
um  4:71  G  größer  ist  als  an  der  Innenseite.  Da  im  Innern  des  Konduktors 
die  Feldstärke  überhaupt  verschwindet,  so  verschwindet  auch  an  der 
Außenseite  die  Tangentialkomponente ;  die  nach  außen  gerichtete  Normal- 
komponente ist  aber  4  tt  a.  Bezeichnen  wir  also  den  nach  außen  weisenden 
normalen  Einheitsvektor  mit  n,  so  wird  an  der  Oberfläche  des  Konduktors 

(4)  (£  =  4  TT  (7  n  . 

Bewegte  Elektrizität  stellt  eine  elektrische  Strömung  dar. 
Im  besonderen  spricht  man  von  einem  elektrischen  Strom,  wenn 
die  Bewegung  innerhalb  eines  röhrenförmigen  Gebildes,  also  etwa 
innerhalb  eines  Drahtes  erfolgt.  Die  Elektrizitätsmenge,  die  in  der  Zeit- 
einheit den  Querschnitt  einer  solchen  Eöhre  passiert,  nennt  man  die 
Stromstärke;  sie  werde  mit  J  bezeichnet.  Der  Stromstärke  kann  dann 
(gemäß  Gl.  20  des  §  26)  ein  Vektor  zugeordnet  werden,  dessen  Betrag 
gleich  ist  dem  Quotienten  aus  der  Stromstärke  und  dem  Eöhrenquer- 
schnitt  und  der  die  Eichtung  der  Eöhre  hat.  Dieser  Vektor  wird  die 
Stromdichte  genannt  und  mit  t  bezeichnet.     Es  ist  also 

wenn  äs  das  Kurvenelement  der  Eöhre  bedeutet.     Aus  der  Definition 

der  Stromdichte  folgt,  daß  (gemäß  Gl.  25  des  §  26)  für  geschlossene 

Ströme 

(6)  div  t  =  0 

sein  muß.  Die  Stromrichtung  aber  soll  mit  der  Bewegungsrichtung 
der  Elektrizität  zusammenfallen  oder  ihr  entgegengesetzt  sein,  je  nach- 
dem, ob  die  bewegte  Elektrizität  positiv  oder  negativ  ist. 

Sind  A  und  B  zwei  Querschnitte  einer  Stromröhre,  so  ist  die  Arbeit, 
die  bei  der  Bewegung  einer  Elektrizitätsmenge  e  von  A  nach  B  ver- 
richtet wird,  gegeben  durch  das  Produkt  aus  e  und  aus  dem  Potential- 
unterschied  zwischen  A  und  B.  (Denn  die  Feldstärke  ist  ja  der 
negative  Gradient  des  Potentials.)  Man  bezeichnet  nun  bei  einem  ge- 
schlossenen Strom,  in  dem  durch  Einschaltung  einer  Stromquelle  ständig 
ein  Potentialgefälle  erhalten  wirä,  den  Unterschied  zwischen  dem  höchsten 
und  dem  niedrigsten  Werte  des  Potentials  als  die  elektromotorische 
Kraft  des  Stromes.  Da  die  Elektrizitätsmenge,  die  einen  Querschnitt 
in  der  Zeiteinheit  passiert,  gleich  J  ist,  so  stellt  das  Produkt  aus  Strom- 
stärke und  elektromotorischer  Kraft  die  in  der  Zeiteinheit 
seitens  des  Stromes  verrichtete  Arbeit  dar. 

Andererseits  ist  die  elektromotorische  Kraft  als  Potentialunterschied 
gleich  dem  Linienintegral  der  elektrischen  Feldstärke  entlang 
der  Stromröhre,  wobei  in  dem  Eichtungssinn  der  Feldstärke  integriert 
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werde,  so  daß  das  Linienintegral  stets  positiv  ist.  Für  die  in  der  Zeiteinheit 
geleistete  Arbeit,  die  w  genannt  werde,  gilt  also  die  Beziehung 


(7)  w  =  j{^ds 


§  29.    Der  Magnetismus. 

Wir  wollen  einen  geschlossenen  Strom  von  der  Stromstärke  J 
und  das  Vektorfeld  betrachten,  das  von  der  Rotation  des  Kurven- 
potentials des  Stroms  gebildet  wird.  Nach  Gl.  11  des  §  26  stimmt 
dieses  Feld  bis  auf  einen  Proportionalitätsfaktor  überein  mit  dem  Felde 
der  Feldstärke,  die  von. einer  von  dem  Strome  umgrenzten  Doppel- 
schichte erzeugt  wird. 

Neben  das  Gesetz  der  elektrostatischen  Anziehung  tritt  nun  als 
zweites  Axiom  der  Elektrizitätstheorie  ein  Gesetz  hinzu,  das 
man  etwa  folgendermaßen  aussprechen  könnte:  Zwei  geschlossene 
elektrische  Ströme  üben  aufeinander  eine  mechanische  Kraft 
aus,  die  ebenso  groß  ist  wie  die  CouLOMBsche  Fernkraft  zwischen 
zw^ei  von  den  Strömen  umgrenzten  Doppelschichten,  wofern 
man  die  Momentendichte  jeder  Doppelschichte  gleich  setzt  dem 
Quotienten  aus  der  Stromstärke  und  einer  universellen  Kon- 
stanten, die  sich  als  eine  Geschwindigkeit  von  S-lO^^cm/sec  ergibt. 

Nennen  wir  die  universelle  Konstante  c,  so  kann  also  jeder  geschlossene 
ebene  Strom  ersetzt  werden  durch  ein^  Doppelschichte  von  dem  gesamten 
Momente 

(1)  a«  =  n4f. 

wenn  /  die  von  dem  Strome  umgrenzte  Fläche,  die  sogenannte  Strom- 
fläche bedeutet.  1  Dabei  muß  (nach  §  26)  der  normale  Einheitsvektor  n 
einen  solchen  Richtungssinn  haben,  daß,  von  seiner  Spitze  gesehen,  der 
Umlaufssinn,  in  dem  das  Kurvenpotential  des  Stromes  gebildet  wird, 
entgegengesetzt  dem  Uhrzeiger  erscheint;  da  aber  bei  der  Bildung  des 
Kurvenpotentials  im  Sinne  des  Stromes  integriert  wird,  so  muß  der  Strom, 
von  der  Spitze  des  Vektors  n  gesehen,  entgegengesetzt  dem  Uhrzeiger 
f Keßen. 

Unter  Benutzung  eines  alt  hergebrachten  Ausdruckes  bezeichnet 
man  nun  die  äquivalente  Doppelschichte,  durch  die  man  sich  jeden  elek- 
trischen Strom  hinsichthch  seiner  Wirkung  auf  andere  Ströme  ersetzt 
denken  kann,  als  magnetische  Doppelschichte.  Dementsprechend 
spricht  man  von  dem  magnetischen  Moment  eines  Stromes,  das 
eben  durch  die  Gl.  1  dargestellt  ist.  Indem  man  der  Doppelschichte  eine 
bestimmte  willkürHche  Dicke  a  gibt,  kann  man  den  Quotienten  aus  dem 


1  Den  allgemeinen  Fall  einer  nicht  ebenen  Stromfläche  kann  man  im  Sinne  der 
Fig.  21  auf  den  speziellen  Fall  ebener  Ströme  zurückführen. 

Haas,  Vektoranalysis.  * 
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Betrage  des  Momentes  9[R  und  der  Dicke  a  als  die  Magnetismusmenge 
bezeichnen,  die  jeder  der  beiden  entgegengesetzten  Schichten  in  gleichem 
Betrage  zukommt.  Verbinden  wir  die  beiden  Schichten  durch  einen 
normalen  Vektor  von  dem  Kichtungssinn  des  Vektors  n,  von  dessen 
Spitze  gesehen  der  Strom  entgegengesetzt  dem  Uhrzeiger  kreist,  so 
werden  wir  (gemäß  §  25)  die  Schichte,  von  der  der  Vektor  ausgeht,  als 
negativ  magnetisch  und  diejenige,  zu  der  er  weist,  als  positiv  magne- 
tisch bezeichnen  müssen. 

Als  Seitenstück  zu  der  Elektrizität  kann  also  die  theoretische  Physik 
ein  fingiertes  Agens  annehmen,  das  eben  als  Magnetismus  bezeichnet 
wird,  das  ebenso  wie  die  Elektrizität  dualer  Natur  ist  und  das  ebenso 
wie  die  Elektrizität  zwischen  seinen  Teilen  Coulomb  sehe  Eernkräfte 
(im  Sinne  des  §  27)  ausübt.  Die  Analogie  zwischen  Elektrizität  und 
Magnetismus  ist  jedoch  durch  eine  aus  der  Definition  des  Magnetismus 
notwendigerweise  folgende  Tatsache  beschränkt.  Es  kann  keine  ein- 
zelnen magnetischen  Quellen  geben,  sondern  nur  Quellenpaare, 
die  überdies  stets  von  flächenhafter  Art  sein  müssen.  Aber  jedenfalls 
können  wir  auch  auf  den  Magnetismus  die  Ergebnisse  der  früheren  all- 
gemeinen Betrachtungen  anwenden,  wenn  wir  an  die  Stelle  der  Ergiebig- 
keit im  allgemeinen  die  Magnetismusmenge  setzen  und  an  die  Stelle  der 
Feldstärke  im  allgemeinen  nunmehr  die  magnetische  Feldstärke, 
die  mit  §  bezeichnet  werde. 

Die  universelle  Konstante  c  wollen  wir  als  die  elektromagnetische 
Konstante  bezeichnen.  Daß  sie  die  Dimension  einer  Geschwindig- 
keit haben  muß,  folgt  ohne  weiteres  aus  der  Gl.  1.  Denn  da  Magnetismus- 
menge und  Elektrizitätsmenge  dieselbe  Dimension  haben,  ist  dje  Dimension 
der  linken  Seite  der  Gl.  1  Elektrizitätsmenge  mal  Länge.  Auf  der  rechten 
Seite  der  Gl.  1  ist  n  dimensionslos,  die  Stromstärke  J  ist  nach  ihrer  De- 
finition gleich  einer  Elektrizitätsmenge  durch  eine  Zeit.  Daher  muß 
in  der  Tat  die  elektromagnetische  Konstante  die  Dimension  einer  Ge- 
schwindigkeit haben.  Den  Quotienten  Jjc  wollen  wir  kurz  die  elektro- 
magnetisch gemessene  Stromstärke  nennen,  während  J  selbst  immer 
eine  auf  die  Zeiteinheit  bezogene  Elektrizitätsmenge  darstellen  soll. 

Wir  denken  uns  nun  einen  Körper,  der  in  seinem  Inneren  eine  sehr, 
sehr  große  Zahl  winzig  kleiner  Ströme  enthalte.  Wir  betrachten  sodann 
ein  Volumelement  des  Körpers  dx,  das  jedoch  noch  immer  eine  sehr  große 
Zahl  dieser  Element arströme  umfassen  soll.  Wir  können  dann  die  Momente 
aller  in  dem  Volumelement  enthaltenen  Elementarströme  vektoriell  ad- 
dieren; indem  wir  den  Vektor,  den  wir  so  erhalten,  durch  die  Größe  des 
Volumelementes  dividieren,  ergibt  sich  ein  Vektor,  der  als  der  spezi- 
fische Magnetisierungsvektor  und  mit  dem  Buchstaben  \)  bezeichnet 
werde.  Hat  dieser  Vektor  innerhalb  des  Körpers  überall  denselben  Wert, 
so  bezeichnen  wir  den  Körper  als  homogen  magnetisiert. 

Für  einen  homogen  magnetisierten  Körper  wollen  wir  nun  das 
magnetische  Potential  berechnen,    das  er  in  einem  behebigen  Auf- 
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punkt  erzeugt.  Das  Potential  eines  Volumelementes  ist  (nach  Gl.  3  des  §  25) 

(2)  ^?^  =  f)grad,(-l)^T. 
Andererseits  ist  (nach  Gl.  26  des  §  14) 

(3)  ^grad,(i.)=div,(i)-ldiv,{,. 

Für  einen  homogen  magnetisierten  Körper  verschwindet  aber  wegen  der 
Konstanz  von  f)  das  letzte  Glied  der  Gl.  3,  und  durch  Integration  der 
Gl.  2  ergibt  sich  somit  die  Beziehung 

(4)  !?=Jdiv,(|)dr 
oder  nach  dem  Satze  von  Gauss 

(5)  W=f^df, 

wenn  d  f  ein  Element  der  Oberfläche  des  homogen  magnetisierten  Körpers 
bedeutet  und  die  Normalkomponente  in  bezug  auf  die  nach  außen 
weisende  Oberflächennormale  genommen  wird. 

Wie  ein  Vergleich  dieser  Gleichung  mit  der  Gl.  5  des  §  24  zeigt, 
verhält  sich  also  ein  homogen  magnetisierter  Körper  so,  als  ob 
der  Magnetismus  seinen  Sitz  nur  an  der  Oberfläche  hätte  und 
hierbei  die  Oberflächendichte  überall  gleich  wäre  der  Normalkomponente 
des  spezifischen  Magnetisierungsvektors.  Betrachten  wir  im  besonderen 
einen  zylindrischen  Stab,  dessen  Achse  mit  der  Richtung  des  Magneti- 
sierungsvektors zusammenfällt,  so  verschwindet  die  Normalkomponente 
luid  somit  auch' die  Oberflächendichte  entlang  dem  Mantel.  Die  nach 
außen  weisende  Normale  hat  aber  nun  an  den  beiden  Grundflächen  ent- 
gegengesetzten Richtungssinn  und  im  übrigen  die  Richtung  des  Vektors  f). 
Ein  derartiger  zylindrischer  Stab,  den  man  als  einen  Stabmagneten 
bezeichnet,  weist  also  nur  an  den  beiden  Enden  Magnetismus  auf. 
Die  beiden  Endflächen  bezeichnet  man  auch  als  die  beiden  Pole  des 
Magneten  und  die  ihnen  zukommende  Magnetismusmenge  als  die  Pol- 
stärke.  Sie  ist  mit  positivem  oder  negativem  Vorzeichen  gleich  dem 
Produkte  aus  der  Grundfläche  und  dem  Betrag  des  spezifischen  Magne- 
tisierungsvektors. 

Dieselben  Eigenschaften  wie  ein  Stabmagnet  muß  natürUch  auch 
eine  geradachsige  Stromspirale,  ein  sogenanntes  Solenoid  zeigen, 
da  jeder  Stromwindung  ein  Moment  entspricht,  das  durch  die  Gl.  1  ge- 
geben ist.  Bezeichnen  wir  die  Gesamtzahl  der  Windungen  mit  Z,  so 
ist  das  gesamte  Moment  des  Solenoids 

(6)  m  =  nzlf. 

Dividieren  wir  den  Betrag  des  Vektors  5[R  durch  die  Länge  der  Spirale, 
so  erhalten  wir  die  Magnetismusmenge  m,  deren  Träger  die  beiden  End- 
flächen sind.    Nun  ergibt  aber  die  Division  der  Zahl  Z  durch  die  Länge 

7* 
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der  Spirale  die  Zahl  der  Windungen,  die  auf  die  Längeneinheit  entfallen. 
Nennen  wir  diese  Zahl  z,  so  ist  also 


(7) 


m  =  ±z-f. 


Dabei  muß  nach  der  früheren  Definition  der  positive  Pol  so  liegen,  daß, 
von  ihm  gesehen,  der  Strom  die  Spirale  entgegengesetzt  dem  Uhrzeiger 
durchfließt. 

Hängt  man  nun  eine  solche  Stromspirale  so  auf,  daß  sie  sich  in 
einer  Horizontalebene  frei  bewegen  kann,  so  stellt  sie  sich  unter  dem 
Einflüsse  des  Erdmagnetismus  so,  daß  ihr  positiver  Pol  nach  Norden 
weist.  Unterscheidet  man  also  in  üblich  traditioneller  Weise  die  beiden 
Pole  eines  Magneten  als  Nord-  und  Südpol  (je  nachdem,  ob  der  Pol  nach 
Norden  oder  Süden  weist),  so  deckt  sich  der  früher  definierte  Begriff  des 
positiven  Magnetismus  mit  dem  konventionellen  Begriff  des  Nord- 
magnetismus. 


§  30.   Das  Gesetz  von  BiOT  und  Savakt. 

Die  magnetische  Feldstärke,  die  ein  geschlossener  elek- 
trischer Strom  in  einem  beliebigen  Aufpunkt  erzeugt,  ergibt  sich 
ohne  weiteres  aus  der  Gl.  11  des  §26,  indem  wir  statt  der  Momentendichte 
%  nunmehr  (nach  §  29)  die  elektromagnetisch  gemessene  Stromstärke  J j  c 
einsetzen.    Für  die  magnetische  Feldstärke  erhalten  wir  derart  den  Wert 


(1) 


s=4-tj^ 


wobei  das  Integral  also  das  Kurvenpotential  des 
Stromes  bedeutet. 

Hierfür  können  wir  (nach  Gl.  14  des  §  26)  auch 
in  der  Differentialform  schreiben 
J 


(2) 


d$^  = 


ds  ,  — 
'    r 


Dabei  bedeutet  also  ^§  die  Feldstärke,  die  von 
einem  einzelnen  Stromelement  d^  hervorgerufen 
wird.  In  ihrem  Betrage  ist  demnach  diese  Feld- 
stärke 


Fig.  34. 


(B) 


jj^         J    ds  sin  d- 

atL  == ; 

c         r^ 


wenn  d"  der  Winkel  ist,  den  die  von  dem  Stromelement  zu  dem  Aufpunkt 
gezogene  Strecke  mit  der  Eichtung  des  Stromelementes  einschheßt  (Fig.  34). 
Das  durch  die  Gl.  3  ausgedrückte  Gesetz  wurde  bereits  im  Jahre  1820 
von  BiOT  und  Savart  aus  ihren  Versuchsergebnissen  erschlossen,  die 
sich  aber  natürlich  nicht  auf  Stromelemente,  sondern  nur  auf  ganze 
Ströme  beziehen  konnten. 

Die   Eichtung  des  Vektors  d^  bestimmt  sich  dadurch,  daß.  der 
Vektor  senkrecht  steht  auf  der  Ebene,  die  von  dem  Kurvenelement 
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und  dem  Aufpunkt  gebildet  wird.  Denken  wir  uns  die  den  Aufpunkt 
enthaltende  Ebene  mit  dem  Aufpunkt  um  das  Kurvenelement  gedreht, 
so  erkennen  wir  es  also  ohne  weiteres,  daß  die  magnetischen  Kraft- 
linien, die  ein  geradliniges  Stück  eines  Stromleiters  erzeugt,  Kreise 
sein  müssen,  deren  Mittelpunkte  in  den  Stromleiter  fallen. 

Der  Eichtungssinn  von  d^  bestimmt  sich  endlich  nach  der  De- 
finition des  Vektorproduktes  dadurch,  daß  nach  Gl.  2,  von  der  Spitze 
des  Vektors  d§  gesehen,  die  Drehung  dem  Uhrzeiger  entgegengesetzt 
erscheint,  die  das  Kurvenelement  d%  in  die  Kichtung  des  Vektors  r  über- 
führt, in  Fig.  34  muß  also  der  Vektor  d^  nach  hinten  gerichtet  sein. 
Denken  wir  uns  daher  etwa  im  Strome  eine  menschliche  Figur  schwimmend, 
die  ihr  Gesicht  dem  Auf  punkte  zuwendet,  so  gibt  sie  die  Kichtung  des 
Vektors  d^  mit  ihrem  ausgestreckten  linken  Arm  an.  Diese  den 
Eichtungssinn  der  magnetischen  Ablenkung  festlegende  sogenannte 
Schwimmerregel  wurde  bereits  im  Jahre  1820  von  x\mpere  aufgestellt. 

Für  die  magnetische  Feldstärke,  die  ein  kreisförmiger  Strom 
von  dem  Halbmesser  a  im  Zentrum  hervorruft,  folgt  aus  der  Gl.  3  (weil 
sin  ^  dann  gleich  Eins  wird) 

(4)  H  =  ^^- 

^   ^  Ca 

Da  Polstärken  auf  Grund  des  Coulomb  sehen  Gesetzes  aus  der  Größe 
der  Anziehung  oder  Abstoßung  ermittelt  werden  können,  so  liefert  die 
Gl.  4  ein  einfaches  Mittel,  um  (unter  Benutzung  sogenannter  Galvano- 
meter) die  Stromstärke  in  elektromagnetischem  Maß  zu  be* 
stimmen,  also  den  Quotienten  J j  c  zu  ermitteln.  Im  Jahre  1856  gelang 
es  nun  Weber  und  Kohlrausch,  für  den  Entladungsstrom  einer 
Leidener  Flasche  außer  der  Größe  Jjc  auch  die  Größe  J  selbst  zu  er- 
mitteln, indem  sie  die  Ladung  der  Leidener  Flasche  vor  der  Entladung 
und  die  Dauer  des  Entladungsstromes  maßen.  Damit  war  natürlich 
auch  die  elektromagnetische  Konstante  c  ermittelt,  für  die  eben 
Weber  und  Kohlrausch  einen  Wert  von  3-101^  cm/sec  fanden. 

Aus  der  Gl.  1  ergibt  sich  (weil  die  Divergenz  einer  Kotation  stets 
verschwinden  muß)  die  sehr  wichtige  Beziehung 

(5)  div  §  ==  0  . 

x\ndererseits  gilt  ja  für  das  Kurvenpotential  ^  eines  geschlossenen  Stromes 
nach  Gl.  24  des  §  26  und  Gl.  5  des  §  28  die  Beziehung 

(6)  J  rot  rot  ^  =  4  TT  t . 
Nach  Gl.  1  ist  aber 

(7)  ^rot«P=$, 

und  somit  erhalten  wir,  wenn  wir  die  Gl.  6  noch  durch  c  dividieren,  die 
bedeutungsvolle  Formel 

(8)  rotS  =  -'^t. 
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Diese  Gleichung  kann  auch  in  eine  andere  Form  gebracht  werden, 
in  der  an  die  Stelle  der  Stromdichte  die  Stromstärke  tritt.  Betrachten 
wir  nämlich  eine  Kurve,  die  den  Stromleiter  einmal  umschlingt 
(Fig.  35),  so  ist  das  Linienintegral  der  magnetischen  Feldstärke 
längs  dieser  Kurve  nach   dem  Satze  von  Stokes 


(9)  Jöf?5*=Jn*rot§d/^ 


wenn  wir  unter  d«,*  das  Element  der  den  Strom- 
leiter umschließenden  Kurve  verstehen,  unter  df^ 
das  Element  einer  von  dieser  Ku^rve  umschlossenen 
Fläche  und  unter  n*  die  Einheitsnormale  dieser 
Fläche;  nach  dem  Satze  von  Stokes  muß  diese  einen 
solchen  Eichtungssinn  haben,  daß,  von  ihrer  Spitze 
Fig.  35.  gesehen,  der   Integrationsumlauf  des  Linienintegrals 

dem  Uhrzeiger  entgegengesetzt  erscheint.  Setzen  wir 
auf  der  rechten  Seite  der  Gl.  9  für  die  Eotation  der  magnetischen  Feld- 
stärke den  Wert  aus  Gl.  8  ein,  so  finden  wir 

(10)  J§d5*=if  Ji„d/*. 

Nun  ist  aber  das  Flächenintegral  der  Normalkomponente  der  Strom- 
dichte nichts  anderes  als  die  Elektrizitätsmenge,  die  in  der  Zeiteinheit 
die  Fläche  passiert;  und  das  ist,  weil  ja  die  Elektrizität  nur  in  dem 
Leiter  fließt,  die  Stromstärke  J  (und  zwar  mit  positivem  Vorzeichen, 
wenn,  von  der  Spitze  des  Vektors  t  gesehen,  der  Umlauf,  in  dem  das 
Linienintegral  gebildet  wird,  dem  Uhrzeiger  entgegengesetzt  erscheint). 
Es  wird  also 

(11)  J§rfs*=iiLj. 

Es  ist  somit  die  Arbeit,  die  bei  dem  einmaligen  Herumführen 
eines  Einheitspoles  um  einen  Strom  verrichtet  wird,  gleich  der 
mit  4  jz  multiplizierten  elektromagnetisch  gemessenen  Stromstärke. 

Diese  Beziehung  können  wir  auch  dazu  verwenden,  um  sehr  einfach 
die  magnetische  Feldstärke  im  Inneren  eines  langen  Solenoids 
zu  berechnen.  Wir  betrachten  eine  geschlossene  Kurve,  die  im  Inneren 
des  Solenoids  dessen  Achse  parallel  sei  und  die  die  beiden  Endflächen 
des  Solenoids  durchsetze.  Ist  das  Solenoid  sehr  lang,  so  können  wir  die 
Feldstärke  in  seinem  Inneren  als  konstant  ansehen  und  ferner  näherungs- 
weise das  Linienintegral  der  Feldstärke  längs  der  geschlossenen  Kurve 
gleichsetzen  dem  Produkt  aus  dieser  konstanten  Feldstärke  und  der 
Länge  a  des  Solenoids.  Ist  die  Gesamtzahl  der  Windungen  Z,  so  wird 
also  nach  Gl.  11,  weil  ja  jede  Stromwindung  von  der  Kurve  einmal  um- 
schlungen wird, 

(12)  Ha  =  4.jzZ~' 
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Bezeichnen  wir  wiederum  die  Zahl  der  auf  die  Längeneinheit  entfallen- 
den Windungen  mit  z,  so  wird  also  im  Innern  des  Solenoids 

(13)  H  =  47Z2-^, 

wobei  der  Eichtungssinn  der  zur  Achse  parallelen  Feldstärke  durch  die 
Ampere  sehe  Schwimmerregel  bestimmt  ist. 


§  31.   Das  elektrodynamische  Grundgesetz  von  Ampere. 

Das  Potential  der  mechanischen  Kraft,  mit  der  zwei  elek- 
trische Ströme  aufeinander  wirken,  ergibt  sich  ohne  weiteres  aus 
der  Gl.  15  des  §  27,  indem  wir  (gemäß  §  29)  die  Momentendichte  durch 
die  elektromagnetisch  gemessene  Stromstärke  ersetzen.  Wir  erhalten 
so  die  von  Ampere  aufgefundene  Beziehung 

d5d5' 


<^)  T^=-^//- 


Hierfür  können  wir  auch,  indem  wir  auf  die  Gl.  13  des  §  27  zurückgreifen 
und  die  Gl.  7  des  §  30  berücksichtigen,  schreiben 

(2)  v=-^fn'$,dr.^ 

Die  potentielle  Energie,  die  einem  Strome  in  einem  Magnetfeld 
zukommt,  ist  also  entgegengesetzt  gleich  dem  Produkte  aus  der  elektro- 
magnetisch gemessenen  Stromstärke  und  aus  dem  magnetischen 
Kraftfluß  durch  die  Stromfläche. 

Die  Gl.  1  läßt  sich  in  der  Differentialform  schreiben,  wenn  wir 
die  Wirkung  betrachten,  die  zwei  Elemente  zweier  Ströme  aufeinander 
ausüben.  Wir  wollen  den  speziellen  Fall  untersuchen,  daß  die  beiden 
Stromelemente  in  gleichem  oder  entgegengesetztem  Eichtungssinn 
parallel  seien.  Dann  wird  das  innere  Produkt  der  Gl.  1  einfach  gleich 
dem  arithmetischen  Produkt,  und  zwar  mit  positivem  Vorzeichen,  wenn 
die  beiden  Stromelemente  in  gleichem  Sinn  parallel  sind.   Es  ist  also  dann 

,(..  TTT  J'^'    dsds' 

W'ir  wollen  nun  mit  dR  die  Kraft  bezeichnen,  die  von  dem  ersten 
Stromelement  (ds)  auf  das  zweite  {ds')  ausgeübt  wird  und  mit  r  die 
gerichtete  Strecke,  die  von  dem  ersten  zu  dem  zweiten  Stromelement 
führt.  Weil  dV  bei  gegebenen  Strömen  nur  als  eine  Funktion  von  r  er- 
scheint, so  wird  (nach  Gl.  18  des  §  5)  die  mechanische  Kraft  als  negativer 
Gradient  des  Potentials 

(4)  dS{  = "2 ^ • 

Sind  also  die  beiden  Stromelemente  gleich  gerichtet,  so  hat  die 
Kraft,  die  das  erste  Element  auf  das  zweite  ausübt,  entgegengesetzten 
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Eichtungssinn  wie  die  Verbindungsstrecke,  die  von  dem  ersten  zu  dem 
zweiten  Stromelement  führt.  Gleich  gerichtete  Stromteile  ziehen 
also  einander  an,  während  entgegengesetzt  gerichtete  einander 
abstoßen.  Diese  wichtige  Tatsache  hat  auf  experimentellem  Wege 
Ampere  im  Jahre  1820  entdeckt.  Er  hat  zugleich  aber  auch  gefunden, 
daß,  wie  es  die  Gl.  4  ausdrückt,  die  anziehende  oder  abstoßende  Kraft 
dem  Produkte  der  Stromstärken  und  der  Längen  direkt,  hingegen  dem 
Quadrate  der  Entfernung  umgekehrt  proportional  ist. 

§  32.    Das  Induktionsgesetz  von  Neümann. 

Ändert  sich  der  magnetische  Kraftfluß,  der  durch  die  Fläche 
eines  Stromleiters  hindurchgeht,  so  bedeutet  dies  nach  Gl.  2  des  §  31 
stets  zugleich  eine  Änderung  potentieller  Energie,  die  ihr  Äqui- 
valent, wie  die  Erfahrung  zeigt,  in  dem  Entstehen  eines  Induktions- 
stroms in  dem  Stromleiter  findet.  Die  quantitativen  Gesetzmäßigkeiten, 
die  für  diese  Erfahrungstatsache  gelten,  ergeben  sich  aber  nun  sehr  ein- 
fach mittels  des  Satzes  von  der  Erhaltung  der  Energie.  Nach  diesem 
Satze  muß  offenbar  die  Arbeit,  die  der  induzierte  Strom  in  einem  Zeit- 
element dt  leistet,  gleich  sein  der  Änderung,  die  in  diesem  Zeitelement 
die  potentielle  Energie  erfährt.  Diese  Änderung  ist  (nach  Gl.  2  des  §31, 
wenn  wir  die  Striche  bei  den  Größen  n  und  df  als  in  diesem  Abschnitte 
nicht  mehr  erforderlich  weglassen) 

(1)  äV  =  -^dt^Jn$>df. 

Dabei  muß  der  normale  Einheitsvektor  n  einen  solchen  Eichtungssinn 
haben,  daß,  von  seiner  Spitze  gesehen,  der  Induktionsstrom  entgegen- 
gesetzt dem  Uhrzeiger  fließt. 

Andererseits  ist  aber  (gemäß  Gl.  7  des  §  28) 

(2)  dV  =  Jdtf(&ds. 

Ein  Vergleich  der  Gl.  1  und  2  ergibt  somit  die  wichtige  Beziehung 

(3)  f^ds  =  -^-^jfn$,df. 

Die  induzierte  elektromotorische  Kraft  ist  also  bis  auf  einen 
Proportionalitätsfaktor  gleich  der  auf  die  Zeiteinheit  bezogenen 
Änderung  des  magnetischen  Kraftflusses  durch  die  Leiter- 
fläche. Dieses  sogenannte  Induktionsgesetz  wurde  im  Jahre  1845 
von  Franz  Neumann  aufgestellt.  Der  Induktionsstrom  ist  also,  wie 
die  Gl.  3  zeigt,  um  so  stärker,  je  rascher  sich  der  magnetische  Kraftfluß 
(oder,  wie  man  auch  sagen  kann,  die  Zahl  der  durch  die  Leiterfläche 
gehenden  magnetischen  Kraftlinien)  ändert. 

Auch  der  Umlaufssinn  des  induzierten  Stromes  ist  aus  der 
Gl.  3  erkennbar.     Da  wir  die  elektromotorische  Kraft  (nach  §  28)  gleich 
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setzen  dem  Linienintegral  der  Feldstärke,  in  deren  Kichtungssinn  er- 
streckt, und  das  Linienintegral  somit  immer  positiv  sein  muß,  so  muß 
auf  der  rechten  Seite  der  Gl.  3  der  zeitliche  Differentialquotient  des 
Integrals  immer  negativ  sein.  Der  normale  Einheitsvektor  n,  von  dessen 
Spitze  gesehen  der  Induktionsstrom  entgegengesetzt  dem  Uhrzeiger 
fließen  soll,  muß  also  stets  einen  solchen  Eichtungssinn  haben,  daß  der 
auf  ihn  bezogene  magnetische  Kraft fluß  abnimmt. 
V  Nähern  wir  nun  l)eispielsweise  dem  Induktionsleiter  den  positiven 
Pol  eines  Magneten,  so  wird  hierbei  der  auf  die  Normale  n  bezogene 
magnetische  Kraftfluß  nur  dann  abnehmen  können,  wenn  der  normale 
Einheitsvektor  dem  angenäherten  positiven  Pole  zugewendet  ist,  also 
mit  den  von  dem  Pole  kommenden  Kraftlinien  einen  stumpfen  Winkel 
bildet  (Fig.  36).  Hat  aber  die  Normale  n 
einen  solchen  Eichtungssinn,  dann  wendet 
auch  die  dem  induzierten  Strome  äquiva- 
lente magnetische  Doppelschichte  (nach  §  29) 
ihre  positive  Seite  dem  angenäherten  Magnet- 
pol zu;  sie  wirkt  also  nach  dem  Coulomb- 
schen  Gesetz  durch  eine  abstoßende  Kraft 
der  Annäherung  des  Poles  entgegen. 

Auf  den  betrachteten  Spezialfall  läßt 
sich  jeder  beliebige  Fall  zurückführen,  sei 
es  nun,  daß  der  Induktionsstrom  durch  An- 
näherung oder  Entfernung  eines  Magneten 
oder  eines  Stromes  entsteht  oder  durch  Ver- 
stärkung oder  Schwäcjiung  eines  Magneten 
oder  eines  Stromes  oder  auch  durch  Öffnung 
oder  Schheßung  eines  primären  Stromes. 
Aus  der  Gl.  3  erkennen  wir  somit  ein  all- 
gemein gültiges  Gesetz,  das  auf  empirischem  Wege  bereits  im  Jahre  1834 
Lenz  aufgestellt  hat  und  das  nach  ihm  gewöhnlich  als  die  Lenz  sehe 
Eegel  bezeichnet  wird;  der  induzierte  Strom  hat  stets  einen  solchen 
Umlaufssinn,  daß  er  durch  die  von  ihm  ausgehende  magnetische  Kraft 
den  induzierenden  Vorgang  zu  hemmen  sucht. 

Eine  besonders  einfache  Form  nimmt  die  Gl.  3  in  dem  speziellen 
Fall  an,  daß  die  Stromfläche  ruht  und  starr  ist.  Dann  kann  in  Gl.  1 
der  totale  zeitliche  Differentialquotient  durch  einen  partiellen  ersetzt  werden, 
und  weiterhin  kann  dann  auch  die  Eeihenfolge  der  beiden  voneinander 
unabhängigen  Eechenoperationen  der  partiellen  zeitlichen  Differentiation 
und  der  Flächenintegration  vertauscht  werden.     Es  wird  also  dann 

(4)  l/nS'^/=/"4f-<^/- 

Andererseits  ist  nach  dem  Satze  von  Stokes 


Fig.  36. 


(5) 


^^cU^^jnrot^df 
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Setzen  wir  in  die  Gl.  3  die  Werte  aus  den  Gl.  4  und  5  ein,  so  ergibt  sich, 
weil  die  min  erhaltene  Gleichung  für  jede  beliebige  Gestalt  und  Lage 
der  Stromfläche  erfüllt  sein  muß,  die  wichtige  Beziehung 

(6)  rot(E  =  -|^. 


§  33.    Die  Maxwell  sehen  Gleichungen. 

Zu  den  beiden  Axiomen  der  elektrostatischen  Anziehung  und  der 
zwischen  geschlossenen  Strömen  bestehenden  magnetischen  Anziehung 
sowie  zu  der  Erfahrungstatsache  der  Induktionsströme  kommt  durch 
die  Max  WELL  sehe  Theorie  als  eine  weitere  fundamentale  Annahme 
der  Elektrizitätslehre  das  Gesetz  der  Verschiebungsströme  hinzu. 
Man  kann  es  etwa  in  der  folgenden  Form  aussprechen:  Jeder  Änd  er ung 
der  elektrischen  Feldstärke  entspricht  in  einem  elektromagne- 
tischen Felde  ein  elektrischer  Verschiebungsstrom,  der  die- 
selben Eigenschaften  besitzt  wie  ein  Leiterstrom  und  der  entweder  selbst 
oder  in  Verbindung  mit  einem  Leiterstrom  eine  geschlossene  Strömung 
darstellt. 

Der  Zusammenhang,  der  zwischen  der  zeitlichen  Änderung  der 
elektrischen  Feldstärke  an  einer  bestimmten  Stelle  und  der  Dichte  des 
Verschiebungsstromes  an  dieser  Stelle  besteht,  ergibt  sich  aber  nun  aus 
der  Beziehung,  wonach  der  elektrische  Kraftfluß  durch  eine  ge- 
schlossene Fläche,  die  wir  uns  starr  und  unbewegt  denken,  gleich  ist 
4  TT  mal  der  gesamten  von  der  Fläche  umschlossenen  Elektrizitäts- 
menge.    Es  ist  (nach  Gl.  16  des  §  22) 


(1)  Jn^di 


4:7t  Z  e  . 


Denken  wir  uns  die  Fläche  starr  und  unbewegt,  so  können  wir  die  partielle 
Differentiation  nach  der  Zeit  und  die  Integration  über  die  Fläche  als 
voneinander  unabhängig  in  der  Keihenfolge  vertauschen,  und  wir  finden 
somit  dann 

(2)  J"^^/  =  4''-^^- 

Der  partielle  zeitHche  Differentialquotient  von  2  e  stellt  nun  nichts 
anderes  dar  als  die  auf  die  Zeiteinheit  bezogene  gesamte  Elektrizitäts- 
menge, die  durch  die  starre  Fläche  einströmt.  Da  diese  Strömung  aber 
geschlossen  sein  soll,  so  muß  ebenso  groß,  aber  entgegengesetzt  die  Ver- 
schiebungsströmung sein,  die  durch  die  Fläche  in  derselben  Zeit  austritt. 
Bezeichnen  wir  die  Dichte  des  hypcthetischen  Verschiebungsstroms  mit  g, 
so  ergibt  sich  also  die  Beziehung 

(3)  Jn-^-df^^inJrxQdf. 

Da  diese  Beziehung  aber  ganz  allgemein  für  jede  beliebige  Größe  und 
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Form  der  starren  Fläche  erfüllt  sein  muß,  so  ergibt  sich  der  Zusammen- 
hang zwischen  Verschiebungsstrom  und  Feldstärke  in  der  Form 

Die  Yerschiebungsströme  sollen  nun  nach  Maxwell  s  Annahme 
dieselben  Eigenschaften  besitzen  wie  die  geschlossenen  Leiter- 
ströme.    Es  muß  also  (nach  Gl.  8  des  §  30)  die  Beziehung  bestehen 

(5)  rotS  =  ^(l  +  g), 

wenn  i  die  Dichte  des  Leitungsstromes  ist.  Im  leeren  Räume,  in  dem 
keine  Leiterströme  auftreten,  nimmt  daher  die  Gl.  5  bei  Berücksichtigung 
der  Gl.  4  die  Form  an 

(6)  rot§  =  -^^- 

l>etrachten  wir  nun  das  elektromagnetische  Feld  als  ein  kontinuier- 
iK'lies  räumliches  Gebiet,  so  können  wir  uns  auch  die  Stromfläche  als 
.-tarr  und  unbeweglich  im  Räume  abgegrenzt  denken  und  somit  auch 
die  Gl.  6  des  §  32  anwenden.  Wir  haben  dann  zusammen  mit  der  Gl.  6 
zwei  Gleichungen,  die  sich  auf  die  Rotationen  der  magnetischen  und  der 
elektrischen  Feldstärke  beziehen.  Zu  diesen  können  wir  schließlich  noch 
die  beiden  früher  abgeleiteten  hinzufügen,  die  sich  auf  die  Divergenzen 
der  elektrischen  und  der  magnetischen  Feldstärke  beziehen  (Gl.  3  des 
§  28  und  Gl.  ^  des  §  30).  Wir  erhalten  so  insgesamt  vier  Gleichungen, 
die  zuerst  (1873)  von  Maxwell  aufgestellt  wurden  und  die  daher  als  die 
Max  WELL  sehen  Gleichungen  bezeichnet  werden  i,  nämlich 


div  (£  = 

=   4:71   Q    , 

div  §  = 

=  0, 

rot  (£  = 

=  — 

1     ö§ 

c     et  ' 

rot§:= 

1 

c 

dt    ' 

(T) 


Betrachten  wir  den  von  Ladungen  freien  leeren  Raum,  so  ver- 
schwindet außer  div  §  auch  div  (£,  und  es  wird  dann  (nach  Gl.  25  des 
(14) 


1  Die  Gl.  7  und  die  aus  ihnen  abgeleiteten  Gleichungen  gelten  in  dieser  Form 
genau  eigentlich  nur  für  den  sogenannten  leeren  Raum.  In  materiellen  Medien  äußert 
sich  der  Einfluß  der  in  den  Atomen  enthaltenen  elektrischen  Ladungen.  Man  kann 
diesem  Einfluß,  wie  ein  bereits  von  Faraday  entdecktes  empirisches  Gesetz  zeigt, 
einfach  näherungsweise  Rechnung  tragen,  indem  man  annimmt,  daß  in  den  materiellen 
Medien  die  elektrische  und  die  magnetische  Feldstärke  in  einem  bestimmten,  für  das 
Medium  charakteristischen  Verhältnis  verkleinert  erscheinen  gegenüber  den  Werten, 
die  die  Feldstärken  unter  sonst  gleichen  Umständen  im  leeren  Raum  hätten.  Der 
Verkleinerungsfaktor  wird  als  die  Dielektrizitätskonstante,  bzw.  als  die  magnetische 
Permeabilität  bezeichnet. 
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(8) 


A  (£  =—  rot  rot  (£  , 

A  §  =—  rot  rot  §  . 


Nun  ist  aber,  weil  die  voneinander  unabhängigen  Operationen  der 
Kotationsbildung  und  der  partiellen  zeitlichen  Differentiation  in  der 
Keihenfolge  vertauscht  werden  können,  nach  den  Gl.  7 

rot  rot  (g  =  -  -  -^  (rot  §)  =  -  — 


^^^  ^  .dt  ^-^<^^  c^     8t^   ' 

Setzen  wir  die  Werte  aus  den  Gl.  9  in  die  Gl.  8  ein,  so  nehmen  diese  die 
einfache  Form  an 

(10)  z1(£  =  ^  -^^  ,      ^  S  =  ^  -y^T  • 


§  34.    Der  Satz  von  POYNTING. 

Die  Energiedichte  im  elektromagnetischen  Felde  ist  (nach  Gl.  8 
des  §  27)  durch  die  Beziehung  gegeben 

(1)  ^  =  ^{E^+H^). 

t 

Für  die  Max  well  sehe  Theorie  ist  dabei  die  Vorstellung  wesentlich, 
daß  jedes  Volumelement  dz  Träger  einer  Energiemenge  ri  dr  ist, 
wobei  der  Wert  von  tj  gemäß  der  Gl.  1  vollkommen  bestimmt  sein  soll 
durch  die  Werte,  die  an  der  betreffenden  Stelle  der  elektrischen  und  der 
magnetischen  Feldstärke  zukommen. 

Zu  einem  bedeutungsvollen  Satze  gelangen  wir  nun,  wenn  mr  von 
den  Maxwell  sehen  Gleichungen  (Gl.  7  des  §  33)  die  vierte  skalar  mit 
(£  multiplizieren,  die  dritte  skalar  mit  §  und  sodann  subtrahieren.  Wir 
finden  dann 

(2)  erot§-Srot(£  =  i-A(-^l). 

Unter  Benutzung  der  Gl.  1  sowie  der  Gl.  28  des  §  14  können  wir  dafür 
auch  schreiben 

(B)  -<liv[(E§]  =  -^|-:. 

In  durchaus  analoger  Weise  wie  das  Prinzip  von  der  Erhaltung 
der  Masse  läßt  sich  nun  auch  (gemäß  Gl.  14  des  §  19)  das  Prinzip  von 
der  Erhaltung  der  Energie  vektoranalytisch  ausdrücken, 
nämlich  in  der  Form 

(4)  div(,;D).+  |f  =  0; 


§  34.   Der  Satz  von  Poynting.  109 

dabei  bedeutet  t)  die  Geschwindigkeit  der  Energieströmung.    Führen  wir 
also  einen  Vektor  ein 

(5)  S  =  ^[(£S], 

SO  stellt   dieser  Vektor  nach  Betrag,   Richtung  und  Richtungssinn  die 
Dichte  der  Energieströmung  dar.. 

Der  Vektor  (3  wird  nach  dem  Forscher,  der  ihn  zuerst  (1885)  in 
die  Theorie  einführte,  als  der  PoYNTiNGSche  Vektor  bezeichnet.  Die 
Gl.  3  läßt  sich  aber  als  Satz  von  Poynting  auch  in  der  Form  aus- 
sprechen, daß  an  jeder  Stelle  eines  elektromagnetischen  Feldes  eine 
Strömung  von  Energie  senkrecht  zu  den  Richtungen  der  elek- 
trischen und  der  magnetischen  Feldstärke  stattfindet. 


V.  Kapitel. 

Die  Vektorwellen. 

§  35.    Die  Vektorschwingung. 

Für  viele  Probleme  der  theoretischen  Physik  besitzt  eine  grund- 
legende Bedeutung  die  vektorielle  Differentialgleichung  von  der 
Form 

0)  "^—^^^ 

dabei  bedeutet  a^  eine  beliebige  Konstante.  Man  erkennt  es  ohneweiters, 
daß  sowohl  die  Funktion  %  sin  (ai)  als  auch  die  Funktion  ^  cos  {at) 
Lösungen  der  Differentialgleichung  darstellen,  wenn  ^  und  33  vektorielle 
Konstanten  sind.     Denn  in  der  Tat  wird 

~^  i^r  sin  {at)]  =  -  «2  ^  sin  {at)  , 

und  eine  analoge  Beziehung  gilt  natürlich  auch  für  SQ  cos  {at).  Die  all- 
gemeine Lösung  der  Gl.  1  lautet  daher^ 

(2)  33  -=  ^  sin  {at)  +^  cos  {at)  . 

Ein  Vorgang,  der  durch  diese  Gleichung  beschrieben  wird,  wird  als  eine 
Vektorschwingung  bezeichnet. 

Der  schwingende  Vektor  35  ändert  Betrag  und  Eichtung  periodisch. 
Er  nimmt  nach  GL  2  denselben  Wert  an  in  Perioden  von  der  Dauer 

(3)  -^- 

Denn  in  der  Tat  ändert  sich  der  Wert  von  35  nach  Gl.  2  nicht,  wenn  wir 
die  Zeit  t  um  die  Größe  t  (oder  um  ein  ganzzahliges  Vielfaches  von  t) 
vermehren,  weil  ja  sin  {x  -\-  ^n)  gleich  sin  x  und  ebenso  cos  (ir  -f  2  tt) 
gleich  cos  x  ist.  Die  Größe  t  wird  als  die  Schwingungsdauer  bezeichnet. 
Wie  aus  der  Gl.  2  folgt,  muß  der  schwingende  Vektor  stets  in  der 
Ebene  bleiben,   die  durch   die  beiden  konstanten   Vektoren  31  und  S& 


1  Man  kann  allerdings  in  Gl.  2  zu  dem  Argument  der  Sinus-  und  Kosinusfunktion 
noch  eine  Phasenkonstante  e  bzw.  e'  hinzufügen.  Doch  kann  man  andererseits  diese 
Phasenkonstanten  auch  wiederum  durch  entsprechende  Abänderung  der  Beträge 
der  vektoriellen  Konstanten  %  und  SB  beseitigen  (vgl.  Gl.  10  und  II). 
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bestimmt  ist.  Denkt  man  sich  also  den  schwingenden  Vektor  35  von 
einem  bestimmten  Anfangspunkte  aus  aufgetragen,  so  beschreibt 
sein  Endpunkt  eine  ebene  Kurve,  und  es  läßt  sich  auch  leicht  er- 
kennen, von  welcher  Art  diese  Kurve  ist.  . 

Wir  wollen  die  Eichtung,  die  zu  der  Zeit  t  =  0  der  Vektor  33  hat, 
als  a:;- Achse  eines  ebenen  Koordinatensystems  wählen,  dessen  Ebene 
mit  der  Ebene  zusammenfalle,  in  der  der  Vektor  33  schwingt.  Es-  fällt 
also  nach  Gl.  2  die  a^-Kichtung  zusammen  mit  der  Eichtung  des  Vektors 
^,  so  daß  also  By  verschwindet. ^     Im  übrigen  wollen  wir  setzen 

(4)  A,=  F,      B,=  G,      Ay=H. 

Dann  nimmt  in  analytischer  Schreibweise  die  Gl.  2  die  Form  an 

j     V^=  F  sin  (at)  +  G  cos  (at)  , 
^""^  1     Vy=  H  sin  (at). 

Den  bisher  noch  ganz  willkürlich  gelassenen  Nullpunkt  der  Zeit- 
messung wollen  wir  nun  so  wählen,  daß  für  t  =  0  der  sich  periodisch 
ändernde  Betrag  des  schwingenden  Vektors  ein  Extremum 
wird.     Es  soll  also  sein 


(6) 

'l      =0- 

dt    \t  =  Q 

Nun  ist  aber 

F2  =  V/  +  F/ 

und  daher 

(7) 

^  dt 

dV,              dV, 

''dt    ^  '  y  dt 

Für  t  =  0  verschwindet  zufolge  der  Gl.  6  die  linke  Seite  der  GL  7.  Aber 
auch  das  letzte  Ghed  fällt  für  ^  ==  0  weg,  weil  ja  nach  Gl.  5  F^  für  f  =  0 
verschwindet.  Da  F«.  somit  den  Betrag  des  Vektors  zur  Zeit  t  =  0  dar- 
stellt, so  folgt  aus  der  Gl.  7,  daß  für  <  =  0  auch  d  V^/dt  Null  werden  muß. 
Nach  Gl.  5  wird  aber  dVJdt  für  t  =  0  gleich  aF.  Der  Differential- 
quotient dVxjdt  kann  also  nur  dann  verschwinden,  wenn  die  Konstante 
F  gleich  Null  ist.  Wählen  wir  also  den  willkürlichen  Nullpunkt  der 
Zeitmessung  so,  daß  für  ihn  der  Betrag  des  schwingenden  Vektors  ein 
Extremum  wird,  so  wird  die  Konstante  F  gleich  Null,  und  die  Gl.  5  lassen 
sich  dann  in  die  einfache  Form  bringen 

(8)  V^=G  cos  {at)  ,       Vy=H  sin  (at)  . 

Nun  muß  aber 

cos^  (at)  +  sin^  (at)  =  1 

sein,  und  aus  den  Gl.  8  folgt  somit 

(9)  lfr  +  -^=l- 


-  Denn  für  t  =  0  fällt  das  erste  Glied  auf  der  rechten  Seite  der  Gl.  2  weg. 
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Da  G  und  H  Konstanten  sind,  so  erkennen  wir  aus  dieser  Gleichung 
ohneweiters,  daß  die  ebene  Kurve,  die  der  Endpunkt  des  schwingenden 
Vektors  beschreibt,  eine  Ellipse  sein  muß.  Durch  die  Gl.  1  ist  also  im 
allgemeinen  eine  elliptische  Vektorschwingung  dargestellt. 

Wird  im  besonderen  die  Ellipse  zu  einer  Geraden  oder  zu  einem 
Kreise,  so  spricht  man  von  einer  linearen  oder  von  einer  zirkulären 
Vektorschwingung.  Nur  bei  einer  linearen  Schwingung  kann  der 
Betrag  des  Vektors  periodisch  völlig  verschwinden ;  linear  ist  aber  die 
Schwingung  dann,  wenn  entweder  G  oder  R  gleich  Null  ist.  Hingegen 
wird  die  Schwingung  zirkulär,  wenn  G  gleich  oder  entgegengesetzt  gleich 
H  ist,  in  welch  beiden  Fällen  natürlich  die  zirkulären  Schwingungen  ent- 
gegengesetzt sind. 

Die  spezielle  Form  der  Gl.  8  gilt  für  eine  elliptische  Schwingung  nur 
dann,  wenn  wir  den  willkürhchen  Nullpunkt  der  Zeitmessung  so  wählen, 
daß  für  ihn  der  Betrag  des  schwingenden  Vektors  ein  Extremum  wird, 
wenn  also  die  Koordinatenachsen  mit  den  Achsen  der  Ellipse  zusammen- 
fallen. Sonst  gelten  allgemein  die  Gl.  5.  Es  läßt  sich  indessen  leicht 
zeigen,  daß  auch  ganz  allgemein  eine  elliptische  Schwingung  stets 
in  zwei  zueinander  senkrechte  lineare  Schwingungen  von  be- 
liebiger Schwingungsrichtung  zerlegt  werden  kann.  Wir  brauchen 
dazu  nur  zwei  Größen  B  und  e  mittels  der  Beziehungen  einzuführen^ 

(10)  F  =  Dcosc,       G=Dsin£. 
Dann  nehmen  die  Gl.  5  die  Gestalt  an 

(11)  V^  =  B  sin  [a i  +«  ),       V^^E  sin  {at)  . 

Die  beiden  linearen  Schwingungen,  in  die  man  nach  den  vorgegebenen 
Eichtungen  die  elliptische  Schwingung  zerlegt,  haben  dann  im  allgemeinen 
nicht  nur  eine  verschiedene  Amplitude,  sondern  sie  weisen  gegeneinander 
auch  eine  durch  die  Konstante  e  bestimmte  sogenannte  Phasen- 
differenz  auf. 


§  36.    Die  ebenen  Vektorwellen. 

Nachdem  wir  in  dem  letzten  Abschnitt  die  sogenannte  Schwingungs- 
gleichung betrachtet  haben,  wollen  wir  nunmehr  zu  einer  für  die  Physik 
ebenfalls  sehr  wichtigen  partiellen  Differentialgleichung  von  der 
Form  übergehen 

X  bedeute  dabei  eine  Konstante.     Es  ist  leicht  ersichtlich,  daß  jede  be- 
liebige   Funktion    des    Argumentes    (a?  i  x  f)    der    Differentialgleichung 


Man  setzt  dazu 
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genügt.  Bezeichnen  wir  nämlich  die  zweite  Ableitung  der  Funktion  / 
mit  /",  so  wird 

womit  in  der  Tat  die  Gl.  1  erfüllt  ist. 

"Von  besonderer  Wichtigkeit  ist  nun  der  spezielle  Fall,  daß  die  be- 
liebig gelassene  Funktion  eine  Sinus-  oder  Kosinusfunktion  ist. 
Ist  im  besonderen 

(2)  S  =  A  mi[a{x±xt)'\, 

wobei  Ä  und  a  Konstanten  sind  (und  überdies  noch  eine  Phasenkonstante 
hinzutreten  und  statt  des  Sinus  natürUch  auch  der  Kosinus  gesetzt 
werden  kann),  so  bezeichnet  man  den  durch  diese  Gleichung  beschriebenen 
Vorgang  als  eine  harmonische  Welle  oder  auch  als  Sinuswelle  oder 
auch  als  Welle  schlechthin.  Der  durch  den  Skalar  S  dargestellte  Zustand 
ist  dann  in  doppelter  Hinsicht  periodisch,  sowohl  zeitlich  als  auch 
räumlich.  An  einer  und  derselben  Stelle  kehrt  der  Zustand  in  Perioden 
wieder  von  der  Dauer^ 

In  einem  und  demselben  Augenblick  ist  hingegen  derselbe  Zustand  vor- 
handen in  Abständen  von  d^r  Länge 

(4)  A  =  ^. 

Denn  wird  t  um  r  oder  x  um  X  vermehrt,  so  ändert  sich  nicht  der  Wert 
von  S,  weil  sich  ja  der  Sinus  eines  Winkels  nicht  ändert,  wenn  der  Winkel 
um  2^  vermehrt  wird.  Die  Größe  x  wird  als  die  Schwingungsdauer 
bezeichnet,  die  Größe  X  als  die  Wellenlänge.  A  stellt  die  Amplitude 
der  Welle  dar,  die  Konstante  x  hängt  mit  der  Wellenlänge  und  der 
Schwingungsdauer,  wie  ohne  weiteres  aus  den  Gl.  3  und  4  folgt,  durch 
die  einfache  Beziehung  zusammen 

(5)  -.  =  -■ 

Die  Größe  x  stellt  also  das  Produkt  dar  aus  der  Wellenlänge  und  aus 
der  Zahl  der  in  der  Zeiteinheit  erfolgenden  Schwingungen.  Da  der  Zu- 
stand während  einer  Schwingungsdauer  um  eine  Wellenlänge  fortschreitet, 
so  stellt  also  die  Konstante  x  die  Strecke  dar,  um  die  sich  der  Zustand 
in  der  Zeiteinheit  wellenförmig  fortpflanzt.  Die  Konstante  wird  darum 
als  die  Fortpflanzungsgeschwindigkeit  der  Welle  (oder  kurz 
als  die  Wellengeschwindigkeit)  bezeichnet. 


1  In  halben  Perioden  kehrt  wohl  auch  der  Wert  der  Größe  8  räumlich  und  zeit- 
lich wieder,  jedoch  mit  entgegengesetztem  Vorzeichen  des  Differentialquotienten. 
Haas,  Vektoranalysis.  8 
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Eine  Welle,  bei  der  die  schwingende  Größe  (wie  in  GL  2)  außer  von 
der  Zeit  nur  von  einer  einzigen  Koordinate  abhängt,  bezeichnet  man  als 
eine  ebene  Welle  und  die  Richtung  der  betreffenden  Koordinatenachse 
als  die  Fortpflanzungsrichtung  der  Welle.  Innerhalb  jeder  zu  der 
Fortpflanzungsrichtung  senkrechten  Ebene  ist  also  der  Schwingungs- 
zustand überall  für  einen  bestimmten  Augenblick  gleich. .  Da  nach  Gl.  2 

(6)  4^=4^=0 

ist,  so  können  wir  setzen 

(7)  -0^  =  ^^'      ,  .         • 

und  es  kann  daher  eine  ebene  harmonische  Welle  auch  durch  die  Diffe- 
rentialgleichung beschrieben  werden 

w  ^^  =  ^^- 

Umgekehrt  folgt  aus  dem  Bestehen  der  Gl.  8  stets  die  Möglichkeit  einer 
Ausbreitung  der  Größe  S  in  eb-enen  Wellen,  die  sich  mit  der  Ge- 
schwindigkeit x  ausbreiten. 2 

Was  für  einen  Skalar  gilt,  gilt  natürlich  auch  in  entsprechender  Weise 
für  einen  Vektor.  Es  sei  eine  vektorielle  Differentialgleichung  gegeben 
von  der  Form 

(9)  ^«  =  ^^- 

Da  wir  diese  Gleichung  in  drei  skalare  Gleichungen  auflösen  können 
(für  A^,  Ay  und  A^),  so  folgt  aus  dem  Bestehen  der  GL  9  unmittelbar 
stets  die  Möglichkeit  einer  Ausbreitung  des  Vektors  ^  in  ebenen  Vektor- 
wellen, wobei  (nach  §  35)  der  Vektor  an  jeder  Stelle  im  allgemeinen 
eine  elliptische  Schwingung  ausführt,  die  im  besonderen  aber  auch 
zirkulär  oder  linear  sein  kann. 

Eine  besonders  einfache  Eigenschaft  kommt  diesen  Wellen  in  dem 
speziellen  Fall  zu,  daß 

(10)  div  ^  =  0 

ist.  Da,  wenn  wir  die  Fortpflanzungsrichtung  als  ^r-Achse  wählen,  nach 
GL  6  dAy/dy  und  dA^/dz  verschwinden  müssen,  so  verschwindet  dann 
zufolge  der  GL  10  auch  der  partielle  Differentialquotient  dA^/dx,  und 
es  wird  daher  dann  auch 

(11)  AA^  =  0.      ■ 

Ist  dies  aber  der  Fall,  so  muß  nach  Gl.  9  auch 

(12)  ^  =  0 


dt^ 


2  Als  allgemeinere  Lösung  entspricht  der  Gl.  8  eine  Kugelwelle,  als  deren  Spezial- 
fall wiederum  die  ebene  Welle  (bei  sehr  großer  Entfernung  des  Wellenzentrums)  er- 
scheint. 
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sein.  Die  a;-Komponente  des  Vektors  beteiligt  sich  dann  also  überhaupt 
nicht  an  dem  Seh wingungs Vorgang.  ,  Die  Schwingungen  erfolgen 
senkrecht  zu  der  durch  die  x- Achse  bestimmten  Fortpflanzungsrichtung 
der  Welle.  Die  ebenen  Wellen  eines  Vektors  mit  verschwindender 
Divergenz  sind  also  stets  rein  transversal. 


§  37.    Die  elastischen  Wellen. 

Für  die  Bewegung  eines  elastischen  Mediums,  auf  das  keine 
äußeren  Kräfte  wirken,  hatte  sich  (Gl.  18  des  §  21)  die  Beziehung  ergeben 

dabei  bedeutet  6  die  Volumdilatation,  q  die  Massendichte,  während 
ju  und  A  für  die  Substanz  charakteristische  Konstanten  sind.  Auf  Grund 
der  Ergebnisse  des  vorhergehenden  Abschnittes  (§  36)  folgt  daraus  ohne 
weiteres  die  Möglichkeit  einer  wellenförmigen  Ausbreitung  der  Dilatation, 
also  von  Dilatationswellen,  deren  Geschwindigkeit  nach  Gl.  1 
den  Wert  hat 

(2)  ^'=l/^-- 

Außer  diesen  Dilatationswellen  sind  aber  in  elastischen  Medien, 
wie  aus  deren  Bewegungsgleichungen  hervorgeht,  auch  dilatationsfreie 
Wellen  möglich.     Setzen  wir  nämlich 

(3)  9  =  0, 

so  nimmt  die  Gl.  17  des  §  21  die  Form  an 

(4)  Q-öt^=f^^a, 

wobei  der  Vektor  a  die  Verrüokung  bedeutet,  die  durch  die  elastische  De- 
formation ein  Massenteilchen  erfährt. 

Auf  Grund  der  Ergebnisse  des  vorhergehenden  Abschnittes  folgt 
aus  der  Gl.  4  ohne  weiteres  die  Möglichkeit  einer  ebenen  wellenförmigen 
Ausbreitung  des  Vektors  a.  Weil  aber  0  die  Divergenz  des  Vektors  a  dar- 
stellt und  diese  nach  Gl.  3  Null  sein  soll,  so  müssen  die  dilatationsfreien 
Wellen  transversal  sein.  Macht  man  also  etwa  die  Fortpflanzungs- 
richtung  der  Welle  zur  iC-Achse,  so  beteiligen  sich  an  den  Schwingungen 
nur  die  y-  und  die  ^-Komponente  des  Vektors  a,  und  da  dieser  Vektor 
die  Verrückung  aus  der  Euhelage  darstellt,  so  bewegen  sich  die  Massen- 
teilchen in  der  dilatationsfreien  Welle  senkrecht  zu  der  Fortpflanzungs- 
richtung  der  Welle.  Für  die  Geschwindigkeit  der  dilatations- 
freien Wellen  folgt  aus  der  Gl.  4 


(5)  «"=l/f 


8* 
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Endlich  möge  noch  die  Frage  untersucht  werden,  in  welcher  Eichtung 
die  Massenteilchen  bei  den  durch  die  Gl.  1  beschriebenen  Dilatations- 
wellen schwingen.  Wir  greifen  dazu  auf  die  Gl.  17  des  §  21  zurück,  die 
in  vektorieller  Schreibweise  die  Form  hat 

(6)  Q  -j^  =  //  zJ  a  +  (/*  +  A)  grad  ß  . 

Da  bei  den  ebenen  Wellen  der  Schwingungszustand  innerhalb  einer  zu 
der  Fortpflanzungsrichtung  senkrechten  Ebene  überall  der  gleiche  ist, 
so  muß  der  Vektor  grad  0  die  JRichtung  der  Wellenfortpflanzung  haben. 
Wir  wollen  nun,  um  die  Betrachtung  nicht  unnötig  zu  komplizieren, 
annehmen,  daß  die  Schwingungen  der  Massenteilchen  linear  seien,  und 
daß  die  Schwingungsrichtung  überall  dieselbe  sei.  Dann  müssen  die  drei 
Vektoren  a,  d^a/dt^,  A  a  untereinander  dieselbe  Eichtung  haben.  Ist 
dies  aber  der  Fall,  so  muß  nach  Gl.  6  der  Vektor  a  wiederum  überall 
dieselbe  Eichtung  haben  wie  gradö.  Nach  dem  früher  Gesagten  muß 
also  der  schwingende  Vektor  a  die  Eichtung  der  Wellenfortpflanzung 
haben.  Bei  den  Dilatationswellen  schwingen  demnach  die  Massen- 
teilchen in  der  Fortpflanzungsrichtung  der  Welle,  sie  führen  sogenannte 
Longitudinalschwingungen  aus.  Wie  die  Gl.  2  und  5  zeigen,  breiten 
sich  die  Longitudinalwellen  stets  rascher  aus  als  die  Transversal  wellen. 
Für  reibungslose  Flüssigkeiten  ist,  wie  schon  (in  §  21)  erwähnt 
wurde,  //  immer  Null.  In  Flüssigkeiten  (also  z.  B.  in  Wasser  oder  Luft) 
können  daher  nur  Longitudinalwellen  auftreten.  In  festen  Körpern 
sind  im  allgemeinen  sowohl  longitudinale  als  auch  transversale 
Wellen  möglich.  Nur  in  inkompressibeln  festen  Körpern,  bei 
denen  also  eine  Volumdilatation  unmöglich  ist,  treten  reine  Transversal- 
wellen auf,  die  nicht  von  longitudinalen  Wellen  begleitet  sind. 


§  38.   Die  elektromagnetischen  Lichtwellen. 

Aus  den  Max  well  sehen  Gleichungen  ergeben  sich,  wie  früher 
gezeigt  wurde,  für  die  elektrische  und  die  magnetische  Feldstärke 
die  beiden  einfachen,  in  dieser  Form  für  den  leeren  Eaum  gültigen 
Gleichungen 

(Gl.  10  des  §33);  dabei  bedeutet  c  die  elektromagnetische  Konstante 
(s.  §  29).  Aus  den  beiden  Gleichungen  folgt  (nach  §  36)  unmittelbar 
die  Möglichkeit  einer  Ausbreitung  der  elektrischen  und  der  magne- 
tischen Feldstärke  in  ebenen  Wellen,  die  im  leeren  Eaume  eine 
Geschwindigkeit  haben  müssen,  die  der  elektromagnetischen 
Konstanten  gleich  ist.  Da  die  Divergenz  der  magnetischen  Feldstärke 
immer  verschwindet,  müssen  jedenfalls  die  magnetischen  Wellen  (wie  wir 
sie  kurz  nennen  wollen)  rein  transversal  sein.    Dasselbe  gilt  auch  für 
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die  elektrischen  Wellen  in  Gebieten,  die  keine  freien  elektrischen  Ladun- 
gen enthalten,  in  denen  also  die  Divergenz  der  elektrischen  Feldstärke 
überall  verschwindet. 

Wir  wollen  zunächst  eine  ebene,  transversale  elektrische  Welle  be- 
trachten. Wir  machen  die  Fortpflanzungsrichtung  zur  x- Achse;  dann 
ist  die  elektrische  Welle,  wenn  wir  den  allgemeinsten  Fall  elliptischer 
Schwingungen  betrachten,  durch  die  Gleichungen  beschreibbar 

Dabei  sind  Ä,  B,  a,  e  Konstanten;  A  und  B  sind  die  AmpHtuden  der 
beiden  linearen  zueinander  senkrechten  Partialschwingungen,  in  die 
man  nach  den  Koordinatenachsen  die  elHptische  Schwingung  zerlegen 
kann,  e  ist  der  Phasenunterschied  zwischen  den  Partialschwingungen, 
und  a  ist  gleich  27c,  gebrochen  durch  die  Wellenlänge  (vgl.  Gl.  4  des  §  36). 
Die  dritte  der  Maxwell  sehen  Gleichungen  (Gl.  7  des  §  33)  nimmt 
nun,  da  für  die  ebene  Welle  die  partiellen  Ableitungen  der  Komponenten 
von  (£  nach  y  und  z  verschwinden,  in  analytischer  Schreibweise  folgende 
Form  an 

,ox  dH^  __  ^  j_   dHy_  _  dE^  £    dH^  ^  _  dEy_ 

^^  dt     ~^  '  c      dt     ~    dx    '  c      dt  Bx     ' 

Setzen  wir  für  Ey  und  E^  die  Werte  aus  den  Gl.  2  ein,  so  finden  wir 


(4) 


~-  =  B  acos  [a  (x  —  et)] 

c       o  t 

Q^  =  ~  Ä  a  (iOB[a  {x  ~  et)  +  e]  . 


Durch  Integration  dieser  Gleichungen  ergeben  sich  die  Beziehungen 

wobei  </>!  und  (P^  Funktionen  der  Koordinaten  sein  können,  von  der  Zeit 
jedoch  unabhängig ;'sfein  müssen.  Diese  Funktionen  können  wir  aber 
weglassen,  wenn  wir  annehmen,  daß  zur  Zeit  t  =  0  keine  magnetischen 
Kräfte  vorhanden  waren.  MultipHzieren  wir  sodann  die  erste  der  Gl.  5 
mit  Ey  und  die  zweite  mit  E^,  so  finden  wir  durch  Addition 

(^)  EyHy+E,H,=  0. 

Setzen  wir  in  den  Gl.  5  (indem  wir  fp^  und  0^  einfach  gleich  Null 
setzen)  für  E^  und  Ey  die  Werte  aus  den  Gl.  2  ein,  so  erkennen  wir  es, 
daß  mit  jeder  elektrischen  Welle  auch  eine  magnetische  Welle 
von  der  gleichen  Periode  und  der  gleichen  Fortpflanzungs- 
richtung verbunden  i^.  Aus  der  ersten  der  drei  Gl.  3  folgt,  daß  die 
a;-Komponente  der  magnetischen  Feldstärke  sich  an  den  Schwingungen 
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nicht  beteiligt;  die  magnetische  Welle  ist  ebenso  wie  die  elektrische 
rein  transversal. 

Sind  nun,  wie  wir  annehmen,  in  dem  betrachteten  Gebiete  ur- 
sprünglich keine  magnetischen  Kräfte  vorhanden,  so  ist  daher  R^  immer 
gleich  Null  zu  setzen.  Addieren  wir  also  zu  der  linken  Seite  der  Gl.  6 
noch  das  verschwindende  Produkt  E^.  H^  hinzu,  so  nimmt  die  Gl.  6  in 
vektorieller  Schreibweise  die  Form  an 

(7)  e$)  =  o, 

d.  h.  die  Vektoren  der  elektrischen  und  der  magnetischen  Feld- 
stärke stehen  in  einer  elektromagnetischen  ebenen  Welle  auf- 
einander senkrecht. 

Hat  im  besonderen  der  Vektor  CS  die  Kichtung  der  positiven  y- 
Achse  (bei  einer  linearen  Schwingung  ständig,  bei  einer  elliptischen  in 


i« 


/Te^Ze 


Fig.  37. 

einem  bestimmten  Augenblick),  ist  also  E^  Null  und  Ey  positiv,  so  ver- 
schwindet, wie  man  aus  den  Gl.  5  erkennt,  Hy,  während  H^  positiv  ist.  Die 
Kichtungssinne  der  Wellenfortpflanzung,  der  elektrischen  und  der  magne- 
tischen Feldstärke  verhalten  sichv  also  zueinander  wie  die  Kichtungs- 
sinne der  positiven  x-,  y-  und  2?- Achse  in  einem  englischen  Koordinaten- 
system (und  das  ist  auch  der  Grund,  warum  man  in  der  modernen  Physik 
dem  enghschen  Koordinatensystem  den  Vorzug  vor  dem  französischen 
gibt).  Von  der  Spitze  eines  Vektors,  der  Kichtung  und  Kichtungssinn 
der  Wellenfortpflanzung  hat,  erscheint  also  die  Drehung,  die  den  Vektor  (£ 
in  die  Kichtung  des  Vektors  §  überführt,  dem  Uhrzeiger  entgegengesetzt 
(Fig.  37).  Die  Kichtung  des  PoYNTiNOSchen  Vektors  fällt  also  (nach 
Gl.  5  des  §  34)  mit  der  W eilen richtung  zusammen. 

Die  Geschwindigkeit  der  elektromagnetischen  Wellen  muß  im 
leeren  Kaume  gleich  der  elektromagnetischen  Konstanten  sein, 
die  sich  durch  die  schon  früher  erwähnten  Messungen  von  Weber  und 
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Kohlrausch  zu  3-10^^  cm/sec  ergab  und  sich  so  als  identisch  erwies 
mit  der  schon  im  Jahre  1676  von  Kömer  ermittelten  Lichtgeschwindig- 
keit. In  dieser  Übereinstimmung  mußte  mit  Eecht  Maxwell  die  stärkste 
Stütze  für  die  von  ihm  begründete  Auffassung  erblicken,  wonach  die 
der  Optik  schon  längst  bekannten  Lichtwellen  elektromagnetischer 
Natur  sind,  eine  Auffassung,  die  durch  die  späteren  Versuche  von  Hertz 
ja  auch  unmittelbar  experimentell  bestätigt  wurde. ^  Mit  einem  Schlage 
waren  aber  durch  die  Maxwell  sehe  Theorie  die  ungeheueren  Schwierig- 
keiten beseitigt,  die  der  früheren  elastischen  Lichttheorie  durch 
die  Erfahrungstatsache  der  Transversalität  der  Lichtwellen^  be- 
reitet worden  waren.  Nach  dem  früher  (in  §  37  Gesagten)  können  ja  in 
einem  flüssigen  Äther  nur  Longitudinalwellen  auftreten,  und  auch  in 
einem  fest  gedachten  Äther  wären  rein  transversale  Wellen  (nach 
§  37)  nur  möglich,  wenn  der  Äther  auch  inkompressibel  wäre;  dann 
bHebe  es  aber  wieder  unverständUch,  wieso  sich  durch  den  Äther  die 
Himmelskörper  ohne  Eeibung  bewegen  könnten.  Für  die  elektromagne- 
tische Lichttheorie  bestehen  diese  Schwierigkeiten  nicht,  da  sich  in  ihr 
die  TransversaHtät  der  Lichtwellen  mit  mathematischer  Folgerichtigkeit 
aus  den  Grundgleichungen  der  Theorie  ergibt. 


1  Eine  weitere  wichtige  Stütze  der  elektromagnetischen  Lichttheorie  bildet 
die  aus  ihr  folgende  und  experimentell  bei  Gasen  gut  bestätigte  „Maxwell sehe  Re- 
lation", der  zufolge  die  Dielektrizitätskonstante  eines  Mittels  gleich  gein  soll  dem 
Quadrate  seines  Brechungsexponenten.  Diese  Beziehung  gilt  jedoch  wegen  der  Dis- 
persion nur  mit  Einschränkungen. 

■^  Die  Transversalität  der  Lichtwellen  erschloß  1817  Young  aus  der  Tatsache, 
daß  die  beiden  Strahlen,  in  die  sich  ein  Lichtstrahl  bei  der  Doppelbrechung  spaltet, 
nicht  zur  Interferenz  gebracht  werden  können. 


VI.  Kapitel. 

Die  Weltvektoren. 

§  39.   Die  Minkowski- Welt. 

Aus  der  Theorie  der  Kelativbewegung  folgt  (wie  in  §  8  gezeigt  wTirde) 
das  mechanische  Kelativitätsprinzip,  demzufolge  für  zwei  gegen- 
einander gleichförmig  bewegte  Koordinatensysteme  die  mecha- 
nischen Gleichungen  dieselbe  Form  haben.  Von  vornherein  müßte 
es  nun  unwahrscheinlich  erscheinen,  daß  dasselbe  Prinzip  nicht  auch 
für  die  Gleichungen  der  Elektrodynamik  und  der  Optik  gelten  sollte. 
Indessen  zeigt  bereits  eine  kurze  Überlegung,  zu  wie  großen  Schwierig- 
keiten diese  Vorstellung  führt. 

Betrachten  wir  nämlich  ein  Koordinatensystem  x' ,  y\  z',  so  erscheint 
die  gleichmäßige  Ausbreitung  des  Lichtes  von  dem  Koordinaten- 
ursprung nach  allen  Kichtungen  durch  die  Gleichung  beschrieben 

(1)  x'^  +  i/^-i~z'^-c^t^  =  0. 

Diese  Gleichung  drückt  es  eben  aus,  daß,  wo  immer  auch  der  Punkt 
mit  den  Koordinaten  x\  y\  z'  liegen  möge,  er  von  einer  von  dem  Ko- 
ordinatenursprung zur  Zeit  i  =  0  ausgehenden  Lichtwelle  zu  einer  Zeit  i 
erreicht  wird,  die,  mit  der  Lichtgeschwindigkeit  multipliziert,  der  Ent- 
fernung des  Punktes  von  dem  Ursprung  gleich  ist'. 

Gehen  wir  von  dem  betrachteten  Koordinatensystem  zu  einem 
anderen  parallelen  {x" ,  y",  z")  über,  das  gegenüber  dem  ersten  mit  der 
Geschwindigkeit  u  in  der  gemeinsamen  cc-Kichtung  bewegt  sei,  so  er- 
scheinen die  Koordinaten  des  zweiten  Systems  mit  denen  des  ersten 
durch  die  Beziehungen  verknüpft 

(2)  x"=x'-ut,      y"=y\      z"=z', 

Soll  sich  nun  auch  in  bezug  auf  das  zv>'eite  Koordinatensystem  das 
Licht  nach  allen  Kichtungen  gleichmäßig  mit  derselben  Geschwindigkeit  c 
ausbreiten,  so  müßte  auch  die  Gleichung  erfüllt  sein 

(3)  x"^  +  y"^  +  z"^  -c^t^  =  0. 

Vergleicht  man  nun  bei  Berücksichtigung  der  Gl.  2  die  Gl.  1  und  3 
miteinander,  so  gelangt  man  zunächst  wohl  zu  dem  Schluß,  daß  (wenn 
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u  von  Null  verschieden  ist)  die  Geltung  der  GL  1  die  Geltung  der  Gl.  3 
ausschließe  oder  umgekehrt.  Man  fühlt  sich  gezwungen,  die  Ungleichung 
aufzustellen 

(4)  x"^  +  2/"2  +  z"^  —  c^f^^  x'^  +  |/'2  4-  z'^  -  cU^. 

Im  Gegensatz  zu  dem  mechanischen  Kelativitätsprinzip,  das  den 
Gedanken  einer  absoluten  Bewegung  als  sinnlos  erkennen  läßt,  glaubten 
daher  die  Physiker  aus  der  sich  scheinbar  notwendig  ergebenden  *  Un- 
gleichung (4)  den  Schluß  ziehen  zu  müssen,  daß  es  überhaupt  nur  ein 
einziges  Bezugssystem  geben  könne,  auf  das  bezogen,  sich  das  Licht 
nach  allen  Kichtungen  mit  derselben  Geschwindigkeit  ausbreitet.  Wäre 
dies  aber  der  Fall  —  so  schlössen  sie  weiter  — ,  dann  könnte  offenbar 
auf  der  bewegten  Erde  von  einer  nach  allen  Eichtungen  gleichmäßigen 
Ausbreitung  des  Lichtes  keine  Eede  sein;  und  es  schien  sich  so  den 
Physikern  die  verlockende  Möglichkeit  zu  eröffnen,  durch  Feststellung 
solcher  Ungleichmäßigkeiten  die  Bewegung  der  Erde  gegen  jenes  aus- 
gezeichnete einzige  System,  also  vermutUch  die  Bewegung  der  Erde  gegen 
den  sogenannten  „Lichtäther",  nachzuweisen  oder  gar  zu  messen. 

Alle  Experimente  aber  nun,  die  einen  Einfluß  der  Erdbewegung  auf 
die  irdische  Lichtausbreitung  nachweisen  sollten,  führten  zu  einem 
völlig  negativen  Ergebnis^,  und  zwar  mit  einer  Deutlichkeit, 
die  es  völhg  ausschloß,  daß  etwa  Versuchs-  oder  Beobachtungsfehler 
an  der  Ergebnislosigkeit  die  Schuld  tragen  könnten.  Mit  zwingender 
Notwendigkeit  ergab  sich  so  die  Folgerung,  daß  trotz  der  Bewegung  der 
Erde  sich  gleichwohl  auch  für  einen  irdischen  Beobachter  das  Licht  nach 
allen  Kichtungen  mit  derselben  Geschwindigkeit  fortpflanze.  Das 
Kelativitätsprinzip  müßte  danach  in  der  Tat  ebenso  wie  für  die 
mechanischen  Erscheinungen  so  auch  für  die  elektrodynamischen 
und  optischen  Phänomene  Geltung  besitzen;  und  danach  müßten 
überhaupt  alle  Gleichungen,  die  in  bezug  auf  ein  bestimmtes  System 
physikaHsche  Vorgänge  beschreiben,  ihre  Form  unverändert  beibehalten, 
wenn  das  ursprüngUche  System  durch  ein  anderes  ersetzt  wird,  das  gegen- 
über jenem  gleichförmig  bewegt  ist. 

Zu  einem  solchen  Schluß,  der  sich  mit  logischer  Notwendigkeit 
aus  den  angeführten  Erfahrungstatsachen  ergab,  mußte  aber  nun  in 
schroffem  Widerspruch  die  Ungleichung  (4)  stehen,  die  ja  gerade  das 
Gegenteil  aussagt.  Die  Lösung  dieses  vermeintlichen  Widerspruches 
gelang  im  Jahre  1905  Einstein  durch  den  kühnen  Gedanken,  daß 
allen  Zeitangaben,  mittels  deren  ein  physikalischer  Vorgang  be- 
schrieben wird,  nur  eine  relative  Bedeutung  zukommen  könne,  keines- 
wegs aber  eine  absolute,  wie  es  bis  dahin  die  allgemeine,  tief  eingewurzelte 
Auffassung  war.    Nach  Einstein  sollen  alle  Zeitangaben  vom  Stand- 


1  Der  berühmteste  dieser  Versuche  ist  der  von  Michelson  (1881). 
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pu'nkt    des    beschreibenden    Beobachters    abhängen  und   daher 
für  zwei  gegeneinander  bewegte  Beobachter  verschieden  sein. 

Diese  Idee  der  Eelativität  der  Zeit  ermögUcht  es  aber  nun,  die 
Ungleichung  (4)  in  eine  Gleichung  zu  verwandeln  und  so  die  Geltung 
des  Kelativitätsprinzips  über  die  Mechanik  hinaus  auf  das  Gebiet  der 
Elektrodynamik  und  der  Optik  auszudehnen.  An  die  Stelle  der  absoluten 
Zeit  t  tritt  für  das  erste  System  die  relative  Zeit  t',  für  das  zweite  die 
relative  Zeit  t";  das  Zeichen  der  Ungleichheit  verwandelt  sich  in  ein 
Gleichheitszeichen,  und  an  die  Stelle  der  Ungleichung  tritt  so  die  für  die 
Eelativitätstheorie  fundamentale  Beziehung 

(5)  X"^  +  '^"2  ^.  ^'2  _.  ^2  f'2  _  ^'2  _|.  y'2  j^  ^'1  _  ^2  ^>2  ^ 

Dieser  Gleichung  gab  nun  im  Jahre  1908  Minkowski  eine  geo- 
metrische Interpretation*,  die  eine  wesentliche  Vereinfachung  aller 
Deduktionen  ermöglicht,  die  sich  aus  dem  Einstein  sehen  Eelativitäts- 
prinzip  ergeben.  Denken  wir  etwa  an  die  analytische  Geometrie  der 
Ebene,  so  hat  ja  die  Summe  der  Quadrate  der  Koordinaten  x  und  y 
die  Eigentümlichkeit,  daß  sie  für  alle  beliebigen  durch  den  Koordinaten- 
ursprung gelegten  rechtwinkligen  Koordinatensysteme  denselben  Wert 
besitzt.  Diese  Summe  erweist  sich  als  unabhängig  von  der.  Lage  des 
Koordinatensystems.  Analoges  gilt  im  dreidimensionalen  Eaume  von 
der  Summe  der  Quadrate  der  drei  Koordinaten  x,  y,  z.  -Man  kann 
somit,  wie  Minkowski  erkannte,  das  durch  die  Gl.  5  ausgedrückte  Ein- 
stein sehe  Eelativitätsprinzip  geometrisch  auch  durch  die  folgende  Aus- 
sage interpretieren:  Das  mit  entgegengesetztem  Vorzeichen  genommene 
Quadrat  der  noch  mit  der  Lichtgeschwindigkeit  multiplizierten  Zeit 
und  die  Quadrate  der  drei  räumlichen  Koordinaten  verhalten  sich 
untereinander  wie  die  Quadrate  von  vier  Koordinaten  in  einer  vier- 
dimensionalen  Geometrie. 

Die  vierdimensionale  Mannigfaltigkeit,  die  als  eine  Verknüpfung 
von  Eaum  und  Zeit  durch  diese  vier  Koordinaten  gegeben  ist,  bezeichnet 
man  als  die  Minkowski -Welt.  Als  „Weltkoordinaten"  erscheinen 
also  die  vier  Größen  x,  y,  z  und  ict  (wobei  i  die  imaginäre  Einheit  bedeutet). 
Daß  sich  ein  bewegter  Massenpunkt  zu  einer  gegebenen  Zeit  i*  an  einem 
gegebenen  Orte  cc*,  y*,  ^*  befindet,  kann  somit  durch  Fixierung  eines 
sogenannten  Weltpunktes  zum  Ausdruck  gebracht  werden,  dessen 
Koordinaten  gleich  sind  a?*,  ^*,  z^  und  icf".  Größen,  die  in  der  Min- 
KowsKi-Welt  durch  gerichtete  Strecken  darstellbar  sind,  bezeichnen 
wir  als  Weltvektoren. 

Die  Bewegung  eines  Massenpunktes  erscheint  darstellbar  durch 
eine  sogenannte  Weltlinie,  die  die  Abhängigkeit  der  Bahn  von  der 
Zeit  zum  Ausdrucke  bringt  und  deren  Projektion  in  den  dreidimensionalen 
Eaum  eben  die  Bahnkurve  ergibt.     Die  Gestalt  einer  Weltlinie  und  die 

-  Ansätze  zu  den  Ideen  Minkowskis  finden  sich  allerdings  schon  in  einer  Ab- 
handlung PoiNCAKis  aus  dem  Jahre  1906. 
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Länge  ihrer  Elemente  sind  somit  von  dem  Bezugssystem  unabhängig. 
Bezeichnen  wir  die  Länge  eines  WeltHnienelementes  mit  ds,  so  gilt  (nach 
dem  erweiterten  Pythagoreischen  Lehrsatz)  für  ein  beliebiges  Bezugs- 
system die  Gleichung 

(6)  ds^  ^  dx"^  +  dy^  +  dz^  -  c^  dt^ . 

Andererseits  ist  die  Geschwindigkeit  v  des  bewegten  Massenpunktes 
in  bezug  auf  das  benutzte  System  durch  die  Gleichung  gegeben 


(7) 

1)2 

-U) 

+ 

dt 

]+l^ 

Es 

wird 

daher 

(8) 

ds^  = 

=  {v^ 

— 

C2)^«2 

und 

somit  (da 

i/i  = 

i  ist) 

(9) 

dt 
ds  ~ 



i 

1 

T- 

•- 


Wir  fragen  schließlich  noch  nach  der  Bedeutung  der  vier  Richtungs- 
kosinus, die  einem  Weltlinienelement  zukommen;  wir  wollen  sie  be- 
zeichnen mit  «1,  ttg,  «3,  «4.     Es  ist  dann 

dx  dx    dt    ^ 

^        ds  dt     ds   ' 

dabei  ist  dx/dt  gleich  v^^.     Andererseits  ist,  weil  die  vierte  Koordinate 
gleich  ict  ist, 

.     dt 
«^  =  *^^- 

Setzen  wir  für  di/ds  den  Wert  aus  der  Gl.  9  ein,  so  finden  wir  also 
(10)  a^=-     '         "^^  ^ 


i/'T      1/-1 


Für  ao  und  «3  gilt  dieselbe  Formel  wie  für  a^,  nur  daß  an  die  Stelle  von 
Vx  nunmehr  Vy  oder  v^  tritt.  Umgekehrt  können  wir,  wenn  uns  die  Größen 
aj,  ag,  «3  gegeben  sind,  daraus  nach  Gl.  10  die  Geschwindigkeit  ermitteln, 
die  in  bezug  auf  das  benutzte  System  der  Massenpunkt  besitzt,  dessen 
Weltlinienelement  mit  den  Koordinatenachsen  Winkel  einschließt,  deren 
Kosinus  gleich  sind  Oj,  ag,  «3,  a^;  der  Betrag  der  Geschwindigkeit  er- 
gibt sich  übrigens  bereits  aus  dem  Werte  von  a^  allein. 

Legen  wir  im  besonderen  das  vierdimensionale  Koordinatensystem 
so,  daß  seine  zeitliche  Achse  mit  der  Richtung  der  Weltlinie  zu- 
sammenfällt, so  wird  in  bezug  auf  dieses  System 

(11)  «1  =  «2  ^^  "3  "^  ö'       «4^1. 

Es  wird  dann  nach  Gl.  10  i)  =  0.  In  bezug  auf  dieses  System  ruht  also 
der  Massenpunkt. 
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§  40.    Die  LOEENTZ-Transformation. 

Gehen  wir  von  einem  vierdimensionalen  Koordinatensystem  (x,  y,  z, 
ict)  zu  einem  anderen  (x\  y' ,  z\  ict')  über,  so  gelten  für  die  dadurch  be- 
dingte Transformation  (gemäß  Gl.  1  und  3  des  §  4)  vier  Gleichungen, 
von  denen  jedoch  nur  die  erste  und  vierte  angeschrieben  werden  mögen, 
nämlich 

(\\      1      ^'  "=  ^  ^^^  ^^'^  ^)  +  2/  cos  {x,  y)  +  z  cos  {x\  z)-\-  ict  cos  {x,  t) , 
\  ict'=x cos  {t\  x)-]r  y cos  [f,  y) -\-  z cos (f ,  z)-\-  ictco^ (f, t) . 

'  '*  Wir  wollen  nur  den  einfacheren  Spezialfall  betrachten,  daß  die 
beiden  vierdimensionalen  Koordinatensysteme  die  y-  und  die  ^-Achse 
gemeinsam  haben;  die  beiden  Koordinatensysteme  gehen  dann  ineinander 
durch  eine  Drehung  in  der  ic-^Ebene  über.  Bezeichnen  wir  den 
Winkel,  um  den  die  a;- Achse  gedreht  werden  muß,  um  in  die  Eichtung 
der  ic'-Achse  zu  gelangen,  mit  (p,  so  ist  also  auch  der  Winkel  zwischen 
t  und  t'  gleich  (p.  Dagegen  ist  der  Winkel  zwischen  x'  und  t  gleich  90^  —  (p, 
sein  Kosinus  also  gleich  sin  99.  Der  Winkel  zwischen  x  und  t'  ist  gleich 
90^  +  (p,  sein  Kosinus  also  gleich  —  sin  99.  Von  den  übrigen  zwölf  Kosinus, 
die  in  den  vier  Gl.  1  auftreten,  sind  cos  {y',  y)  und  cos  {z' ,  z)  gleich  Eins, 
hingegen  alle  anderen  Null.  In  dem  betrachteten  Spezialfall  nehmen 
also  die  Gl.  1  (wenn  wir  die  letzte  durch  ic  dividieren)  die  einfachere 
Form  an 

/    x'  =  X  cos  99  +  *ß^  sin  ^, 

(2)  )   y'=y,      z'=z, 

f  ==  —  xsiiKp  -\-  t  cos  99  . 


Betrachten  wir  nun  einen  Massenpunkt,  der  in  bezug  auf  das  Ko- 
ordinatensystem x',  y\  z'  ruht,  so  muß  (nach  dem,  was  am  Ende  des 
§  39  gesagt  wurde)  seine  Welthnie  mit  der  f -Achse  zusammenfallen. 
In  bezug  auf  das  Koordinatensystem  x,  y,  z  wird  er  sich  aber  dann  mit 
einer  Geschwindigkeit  t)  bewegen,  die  sich  aus  den  Gl.  10  des  §  39  be- 
stimmen läßt,  wenn  wir  setzen 

(3)  aj  =  cos  it' ,  x) ,      ttg  =  cos  {f,  y) ,      a^  =  cos  (f ,  z) ,      a^  =  cos  {f,  t). 

Da  die  Winkel  zwischen  f  einerseits  und  y  und  z  andererseits  rechte  sind, 
so  verschwinden  Vy  und  v^,  und  es  wird  daher  v^  gleich  v.  Weil  «i  gleich 
ist  —  sin  99  und  a^  gleich  ist  cos  99,  so  wird  also  «1/04  gleich  —  tg  99. 
Setzen  wir  für  a^  und  a^  die  Werte  aus  den  Gl.  10  des  §  39  ein,  so  finden 
wir  somit 

(4)  tgcp  =  i~  ^ 

Andererseits  folgt  unmittelbar  aus  den  Gl.  10  des  §  39  (da  ja  a^ 
gleich  —  sin  99  und  a^  gleich  cos  99  ist)  oder  auch  aus  der  Gl.  4  mittels 
der  elementaren  goniometrischen  Formeln 
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(5) 


SlJKp  = 


COS  (p  — 


i/.-i 


\/^-i 


Wenn  nun  ein  Massenpunkt,  wie  wir  angenommen  haben,  in  bezug 
auf  das  zweite  Koordinatensystem  ruht,  während  er  in  bezug  auf  das 
erste  die  Geschwindigkeit  v  in  der  gemeinsamen  cc-Kichtung  hat,  so  be- 
deutet das,  daß  das  räumliche  Koordinatensystem  x\  y' ,  z'  gegen- 
über dem  räumlichen  Koordinatensystem  x,  i/,  2; mit  einer  Geschwindig- 
keit V  in  der  Kichtung  der  gemeinsamen  a^- Achse  bewegt  ist.  Eine 
Drehung  eines  vierdimensionalen  Achsenkreuzes  in  der  x-i- 
Ebene  um  einen  Winkel  99  ist  also  gleichbedeutend  mit  dem  Über- 
gang von  einem  räumlichen  Koordinatensystem  zu  einem 
anderen,  das  gegenüber  dem  ersten  mit  einer  Geschwindigkeit  v 
in  der  gemeinsamen  a:^-Kichtung  gleichförmig  bewegt  ist,  wobei  (nach 
Gl.  4)  die  Tangente  des  Winkels  op  gleich  ist  dem  imaginären  Quotienten 
aus  der  Geschwindigkeit  v  und  der  Lichtgeschwindigkeit. 

Auf  Grund  der  Gl.  2  und  5  können  wir  daher  ohne  weiteres  die  Frage 
beantworten,  wie  sich  gemäß  dem  Eelativitätsprinzip  die  räumlichen 
Koordinaten  und  die  Zeit  transformieren,  wenn  wir  von  einem 
gegebenen  räumlichen  Koordinatensystem  zu  einem  anderen  parallelen 
übergehen,  das  gegenüber  dem  ersten  gleichförmig  fortschreitend 
mit  einer  Geschwindigkeit  ■n  in  einer  Eichtung  bewegt  ist,  die  wir  mit 
der  gemeinsamen  ic-Kichtung  zusammenfallen  lassen  wollen.  Setzen 
wir  nämlich  in  die  Gl.  2  die  Werte  aus  den  Gl.  5  ein,  so  finden  wir 

,  X  —  vt 


(6) 


X    = 


f  = 


\/'- 

y  ^ 

z'^z 

V 

x-^-t 

l/'-s 


Die  Gesamtheit  der  Substitutionen,  die  durch  die  Gl.  6  ausgedrückt 
sind,  bezeichnet  man  nun  als  eine  LoRENTZ-Transformation  (und 
zwar  deshalb,  weil  sich  die  ersten  iVnsätze  zu  den  Gl.  6  bereits  in  einer 
Abhandlung  von  Lorentz  aus  dem  Jahre  1904  finden).  Ist  im  besonderen 
die  Geschwindigkeit  v  klein  gegenüber  der  Lichtgeschwindig- 
keit, so  nimmt  die  LoRENTZ-Transformation  die  spezielle  Gestalt  an 

(7)  x'=  X  —  vt,       y'=y,       z'=^Z,       f=t. 

In  diesen  Beziehungen  erkennen  wir  die  Substitutionen,  die  nach  den 
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hergebrachten  Kegeln  der  sogenannten  „klassischen"  Kinematik  die 
Koordinaten  zweier  gegeneinander  gleichförmig  bewegter  Systeme  mit- 
einander verknüpfen.  Es  sind  die  Gl.  2  des  §  39,  zu  denen  noch  als  vierte 
die  für  die  klassische  Mechanik  selbstverständHche  Beziehung  hinzu- 
kommt, daß  beide  Systeme  dasselbe  Zeitmaß  haben. ^ 

Da  von  den  beiden  gegeneinander  gleichförmig  bewegten  räum- 
lichen Koordinatensystemen  natürlich  keines  irgendwie  vor  dem  anderen 
bevorzugt  ist,  so  müssen  ganz  allgemein  auch  die  „ungestrichenen"  Ver- 
änderlichen {x,  y,  z,  t)  aus  den  „gestrichenen"  mittels  einer  Lorentz- 
Transformation  hervorgehen,  also  mittels  der  Gl.  6,  wofern  man  in  ihnen 
nur  überall  die  Größe  (-f  v)  durch  die  Größe  (—  v)  ersetzt.  Denn  ist 
das  zweite  System  gegen  das  erste  mit  der  Geschwindigkeit  v  bewegt, 
so  muß  natürlich  das  erste  gegenüber  dem  zweiten  eine  relative  Trans- 
lationsgeschwindigkeit —  ü  in  der  gemeinsamen  rc-Eichtung  besitzen. 

Bilden  wir  die  Summe  der  Quadrate  der  vier  ,, gestrichenen"  Welt- 
koordinaten,  so  finden  wir  dafür  nach  Gl.  6 

x^-  2xvt  +  v^t^  -^^^^^  +  2xvt  -  c't^ 

a^'^+  y'^+  Z'^-  C2  i'^  =  1/2  +  ^2  _^ , C 


(■-?) 


^2  (C«  -  i;2) 


=  tj2  ^  ^2  _| L -_L_ . ^^2_^y2j^  ^2_c2  i2  ^ 


Mit  Eücksicht  auf  die  Gl.  5  des  §  39  erkennen  wir  daraus,  daß  tatsäch- 
lich die  LoRENTz-Transformation  dem  Einstein  sehen  Eelativitätsprinzip 
genügt. 

In  der  Tat  lassen  sich  die  die  LoRENTz-Transformation  ausdrücken- 
den Gleichungen  direkt  aus  der  Gl.  5  des  §  39  ableiten,  ohne  daß  hierzu 
die  Einführung  der  Minkowski- Welt  notwendig  wäre.  Doch  sind  sonst 
die  Eechnungen  viel  umständlicher  und  langwieriger  als  in  der  vorher- 
gegangenen Betrachtung,  und  noch  vielmehr  gilt  dies  von  den  weiteren 
Folgerungen,  die  sich  aus  dem  Einstein  sehen  Eelativitätsprinzip  ergeben 
und  die  in  ihrer  Gesamtheit  die  Eelativitätstheorie  bilden. 

§  41.    Die  Zusammensetzung  der  Geschwindigkeiten. 

Auf  Grund  der  Minkowski  sehen  Darstellung  läßt  sich  sehr  leicht 
die  Frage  der  Zusammensetzung  der  Geschwindigkeiten  vom 
Standpunkte  der  Eelativitätstheorie  beantworten;  doch  möge  im  folgen- 
den nur  der  besonders  einfache  Fall  betrachtet  werden,  daß  die  beiden 
zu   addierenden    Geschwindigkeiten   dieselbe   Eichtung   haben.      Es   sei 


1  Die  durch  die  Gl.  7  ausgedrückte  spezielle  Gestalt  der  LoRENTZ-Transformation 
bezeich.net  man,  weil  sie  zu  den  Formeln  der  klassischen,  von  Galilei  begründeten 
Mechanik  führt,  als  eine  GALiLEi-Transformation. 
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also  v'  eine  Geschwindigkeit  in  bezug  auf  ein  System,  das  seinerseits  in 
derselben  Richtung  gegenüber  einem  ursprünglichen  System  mit  der 
Geschwindigkeit  ?;  bewegt  sei.  Wir  fragen  danach,  wie  groß  die  Ge- 
schwindigkeit u  gegenüber  dem  ursprünglichen  System  ist.  Die  gemein- 
same Richtung  der  Geschwindigkeiten  v,  v'  und  u  falle  mit  der  gemeinsamen 
.T-Richtung  der  Koordinatensysteme  zusammen. 

Wir  wollen  nun  das  ursprüngliche  Koordinatensystem  (für  das  die 
Geschwin<iigkeit  u  ist)  mit  1  bezeichnen,  dasjenige,  für  das  die  Ge- 
schwindigkeit "o'  ist,  mit  11  und  schließlich  eines,  für  das  die  Geschwindig- 
keit verschwindet,  mit  111.  Wenn  nun  für  111  die  Geschwindigkeit 
verschwindet,  während  sie  für  1  gleich  u  ist,  so  muß  (nach  Gl.  4  des  §  40) 
die  Beziehung  bestehen 

(1)  *7-  =  tg^. 

wenn  \p  der  Winkel  ist,  um  den  man  in  der  x-/-Ebene  das  System  1  drehen 
muß,  um  das  System  111  zu  erhalten. 

Andererseits  gelangt  man  aber  von  dem  System  1  zu  dem  System  111 
auch  derart,  daß  man  zunächst  zu  dem  System  11  übergeht,  das  gegen- 
über dem  System  1  mit  der  Geschwindigkeit  x)  bewegt  ist,  und  von  dem 
System  11  dann  zu  dem  System  111,  das  gegenüber  dem  System  11 
mit  der  Geschwindigkeit  xi  fortschreitet.  In  vierdimensionaler  Darstellung 
erscheint  der  erste  Übergang  als  Drehung  um  einen  Winkel  cp,  der  zweite 
als  Drehung  um  einen  Winkel  99',  wobei 

(2)  ^y  =  tg99,        ^y  =  tg9?^ 

Der  Übergang  von  1  zu  111  stellt  sich  somit  dar  als  Aufeinanderfolge 
zweier  Drehungen  um  die  Winkel  cp  und  99',  und  es  ist  daher 

(3)  ■  ^=9,  +  ^'. 

Nun  ist  aber  nach  einer  elementaren  goniometrischen  Formel 


Somit  ist  nach  Gl.  1^,  2  und  3 


oder 
(4) 


i H  i  — 

u  c  c 

1  -  i^—Y- 


V  +  v' 


Ist  im  besonderen  v'  gleich  c,  so  wird 

(5)  u  = =  c  . 

c 
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Die  Addition  einer  beliebigen  Geschwindigkeit  zu  der  Lichtgeschwindig- 
keit ergibt  also  nach  der  Kelativitätstheorie  stets  wieder  die  Größe  c. 
Die  Lichtgeschwindigkeit  spielt  demnach  in  der  Eelativitätstheorie 
eine  ähnliche  Bolle  wie  das  Unendliche  in  der  Mathematik.  Überlicht- 
geschwindigkeiten erscheinen  nach  der  Kelativitätstheorie  unmöglich. 
Als  weiteren  Spezialfall  nehmen  wir  an,  daß  v'  gleich  sei  der  Licht- 
geschwindigkeit in  einem  Mittel  von  dem  Brechungsexponenten 
n,  also  gleich  sei  c/n;  v  aber  sei  die  Geschwindigkeit,  mit  der  sich  dieses 
Mittel  selbst  als  strömende  Flüssigkeit  oder  strömendes  Gas  bewege. 
Dann  wird  nach  Gl.  4 

c 

V  +  

(6)  u  =  -        "" 


cn 


Wir  multiplizieren  Zähler  und  Nenner  mit  dem  Ausdruck  (1  —  v/cn) 
und  vernachlässigen  dann  die  sehr  kleine  Größe  (v/cn)^  neben  Eins. 
Wir  finden  so 

^  ^  \    ^      n  J  \  cn)  '71         cn        n*  n-    ^     n  \  c^ ) 

Wenn  wir  wiederum  den  sehr  kleinen  Bruch  v'^jc^  neben  Eins  vernach- 
lässigen, erhalten  wir  also  die  Näherungsformel 

(8)  «  =  «(l-i,)+^. 

Wenn  nun  auf  die  Lichtausbreitung  die  Strömung  ohne  Einfluß 
wäre,  so  müßte  u  gleich  sein  cjn.  Wenn  andererseits  die  Licht  wellen 
von  der  strömenden  Flüssigkeit  einfach  mitgenommen  würden,  so  müßte 
u  gleich  sein  der  Summe  aus  v  und  ein.  Keines  von  beiden  ist  aber,  w^e 
die  Gl.  8  zeigt,  der  Fall.  Die  Lichtwellen  nehmen  zwar  an  der  Be- 
wegung der  Flüssigkeit  teil,  aber  nicht  mit  dem  vollen  Betrage  der 
Strömungsgeschwindigkeit,  sondern  nur  mit  einem  Bruchteil  a?;,  dessen 
Größe  von  dem  Brechungsexponenten  der  Flüssigkeit  abhängt;  denn 
nach  Gl.  8  ergibt  sich  für  die  Größe  a,  die  als  der  Mitführungskoeffi- 
zient bezeichnet  wird,  der  Wert 

(9)  «  =  1-^- 

Schon  im  Jahre  1851  hatte  durch  einen  berühmt  gewordenen  Ver- 
such FizEAU  nachgewiesen,  daß  Licht  wellen  an  der  Strömung  einer 
Flüssigkeit  nur  mit  einem  Bruchteil  der  Strömungsgeschwindigkeit  teil- 
nehmen, für  den  er  empirisch  den  Wert  aus  Gl.  9  ermittelte.^  Während 
früher  die  Deutung  des  merkwürdigen  Versuchsergebnisses  von  Fizeau  die 
kompliziertesten  Hypothesen  erfordert  hatte,  findet  Fizeau  s  Experiment 
eine  einfache  Erklärung  auf  Grund  des  Einstein  sehen  Kelativitätsprinzips. 


^  Da  für  Gase  der  Brechungsexponent  sehr  wenig  von  Eins  verschieden  ist, 
tritt  bei  Gasen  eine  merkliche  „Mitführung"  überhaupt  nicht  ein. 
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§  42.    Die  relativistische  Dynamik. 

Da  nach  der  Relativitätstheorie  eine  absolute  Bedeutung  weder 
dem  Räume  noch  der  Zeit,  sondern  nur  der  Minkowski- Welt  als  der 
Verknüpfung  der  beiden  zukommt,  so  müssen  in  der  relativistischen 
Physik  an  die  Stelle  der  Beziehungen  zwischen  räumlichen  Vektoren 
(wie  sie  die  klassische  Physik  kennt)  solche  Beziehungen  zwischen  Welt- 
vektoren  treten,  daß  sich  aus  ihnen  die  klassischen  Beziehungen  als 
Sonderfälle  ergeben. 

Eine  grundlegende  Aufgabe  entsteht  der  Relativitätstheorie  zu- 
nächst in  der  Aufsuchung  eines  allgemeineren  Gesetzes,  das  an  die  Stelle 
des  zweiten  NEWTONSchen  Bew^egungsgesetzes  tritt;  dieses  müßte 
sich  seinerseits  wiederum  als  Spezialfall  des  allgemeineren  Gesetzes 
erweisen  und  mit  großer  Annäherung  aus  ihm  für  solche  Bewegungen 
hervorgehen,  deren  Geschwindigkeit  klein  gegenüber  der  Lichtgeschwindig- 
keit ist. 

Wenn  es  nun  ein  ausgezeichnetes  System  gibt,  für  das  die  allgemeinere 
Beziehung  genau  in  die  der  klassischen  Mechanik  übergeht,  so  kann 
dieses  System  offenbar  nur  dasjenige  sein,  für  das  der  betrachtete  Massen- 
punkt ruht.  Wir  wollen  dieses  System  kurz  das  Eigen  System  des 
Massenpunktes  nennen ^  und  die  Zeit,  die  diesem  System  zukommt,  die 
Eigenzeit.  Nennen  wir  sie  t,  so  muß,  weil  für  das  Eigensystem  der 
Massenpunkt  ruhen  soll,  (nach  Gl.  8  des  §  39) 

(1)  ds  =  i  cdx 

sein. 

Nun  hatten  uns  frühere  Betrachtungen  die  Komponenten  eines 
vierdimensionalen  Vektors  erkennen  lassen  in  den  vier  Richtungskosinus 
eines  Weltlinienelementes,  die  wir  mit  a^,  ag,  a^,  «4  bezeichneten. 2  Wir 
wollen  die  Komponenten  des  Weltvektors,  der  sich  durch  Multiplikation 
mit  ic  ergibt,  mit  q^.,  qy,  q^,  q^  bezeichnen.  Ferner  setzen  wir  zur  Ab- 
kürzung 

Dann  wird  (nach  Gl.  10  des  §  39) 

(3)  q.  =  ßv, 
und 

(4)  qt  =  ißc. 

Für  den  Betrag  des  betr  acht  et  en  Welt  vektors,  den  wir  als  die  M  i  n  k  0  w  s  k  i- 


1  Ist  die  Bewegung  nicht  gleichförmig  geradlinig,  so  kann  natürlich  im  allgemeinen 
nur  von  einem  Eigensystem  für  ein  bestimmtes  kleines  Stück  der  Bewegung  gesprochen 
werden. 

-  Denn  auch  im  Dreidimensionalen  sind  ja  die  Richtungskosinus  Komponenten 
eines  Vektors. 

Haas,  Vektoranalysis.  » 
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Geschwindigkeit  bezeichnen  wollen,  ergibt  sich  aus  den  Gl.  3  und  4 
die  Beziehung 

(5)  9'  =  <i/  +  q/  +  q.'  +  q,^  =  ß^  ('•'  -  c^)  ■ 

Setzen  wdr  für  ß  den  Wert  aus  der  Gl.  2  ein,  so  finden  wir  somit 

(6)  g2__^2. 

Nehmen  wir  nun  nach  dem  Früheren  an,  daß  für  das  Eigensystem 
das  zweite  Newton  sehe  Bewegungsgesetz  in  der  klassischen  Form  genau 
gelte,  so  ergeben  sich  also,  wenn  wir  die  Masse  mit  /i  und  die  ic-Kom- 
ponente  der  angreifenden  Kraft  mit  K^  bezeichnen,  für  das  Eigensystem 
drei  Gleichungen  von  der  Form 

(7)  -    •  K^  =  -^(fzv^) 

und  so  fort. 

Es  liegt  nun  der  Gedanke  nahe,  in  Analogie  zu  dieser  Gleichung 
einen  Weltvektor,  den  wir  die  MiNKOWSKi-Kraft  nennen  wollen, 
durch  die  Gleichungen  zu  definieren 

(8)  ~  ? 

Ist  nun  Ä  eine  behebige  Größe,  so  ist  (nach  Gl.  1  sowie  nach  GL  9 
des  §  39) 
,f..  (lA         .     ilA    dt         a  dA 

Daher  wird,  w^enn  wir  für  q^  und  qt  die  W>rte  aus  den  Gl.  3  und  4  ein- 
setzen. 


(10) 


P,  =  ißo4r(ß/^)- 


dt 

Für  das  Eigensystem  (für  das  ß  gleich  Eins  ist)  geht  die  erste  der 
Gl.  10  in  der  Tat  in  die  Gl.  7  über,  und  wir  sehen  somit,  daß  die  räum- 
lichen Komponenten  der  Min kow^ski- Kraft  sich  im  Eigensystem  mit 
den  Komponenten  der  „Newton  sehen"  Kraft  decken.  In  der  ersten 
der  Gl.  10  und  den  beiden  analogen  für  Py  und  P^  erkennen  wir  demnach 
die  Verallgemeinerung  des  zweiten  NEWTONSchen  Bewegungs- 
gesetzes, demzufolge  die  Kraft  gleich  ist  dem  zeitlichen  Diffe- 
rentialquotienten des  durch  das  Produkt  aus  Masse  und  Ge- 
schwindigkeit gemessenen  Impulses.    Wir  müssen  dazu  einerseits  setzen 

(11)  P.  =  ßK.; 

andererseits  aber  müssen  wir  die  klassische  Vorstellung  von  der  Konstanz 
der  Masse  aufgeben  und  vielmehr  eine  Abhängigkeit  der  sogenannten 
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Impulsmasse  von  der   Geschwindigkeit   annehmen,  und  zwar  in 
Form  der  Beziehung 

(12)  m  =  ßiu  = 


i/-^ 


Dann  geht  in  der  Tat  ganz  allgemein  die  erste  der  Gl.  10  in  die  das  zweite 
Newton  sehe  Bewegungsgesetz  ausdrückende  Beziehung  über: 

(13)  st  =  ~{mv). 

Für  V  =  0  wird  7n  gleich  /j,  weshalb  ß  auch  als  die  Euhmasse  bezeichnet 
wird.  Die  Impulsmasse  ist  immer  größer  als  die  Ruhmasse.  Für  Be- 
wegungen, deren  Geschwindigkeit  klein  ist  gegen  die  Lichtgeschwindigkeit, 
ist  der  Unterschied  zwischen  Impuls-  und  Euhmasse  jedoch  ganz  un- 
merklich. 

Berücksichtigen  wir  gemäß  Gl.  12  die  Abhängigkeit  der  Masse  von 
der  Geschwindigkeit  und  somit  auch  von  der  Zeit,  so  können  wir  die 
Gl.  13  in  der  Form  schreiben 


(14) 

dv    ,            dß 
^  =  '^'  dt  +^^rf/     • 

Hierbei  ist 

V 

(15) 

dß 
dt 

c'            dv         ^3  V     dl 
~    1          v^n     dt    ~P    c'    dt 

Wir  denken  uns  nun  die  Kraft  in  zwei  zueinander  senkrechte  Kom- 
ponenten in  der  Ebene  zerlegt,  die  durch  die  Eichtungen  der  Kraft  und 
der  Geschwindigkeit  bestimmt  ist.  Die  eine  der  beiden  Komponenten 
habe  die  Eichtung  der  Bewegung,  weshalb  die  beiden  Komponenten  als 
die  longitudinale  und  die  transversale  unterschieden  werden  mögen. 
Jene  möge  durch  den  Index  1,  diese  durch  den  Index  2  gekennzeichnet 
werden.  Zerlegen  wir  in  analoger  Weise  die  Geschwindigkeit,  so  ist 
v-^^  gleich  V  und  v^  gleich  Null.  Die  Beschleunigung  (bestimmt  durch 
den  Differentialquotienten  dv/dt)  muß  nach  Gl.  14  in  der  durch  die 
Vektoren  51  und  t)  bestimmten  Ebene  liegen;  ihre  beiden  Komponenten 
mögen  mit  h^  und  62  bezeichnet  werden.  Nach  der  allgemeingültigen, 
rein  vektoriellen  Beziehung,  die  durch  die  Gl.  30  des  §  2  ausgedrückt 
ist,  ist  dann  die  longitudinale  Komponente  des  zeitlichen  Differential- 
quotienten des  Geschwindigkeitsvektors  gleich  dem  zeitHchen  Differential- 
quotienten des  Betrages  der  Geschwindigkeit,  also 

(10)  6,  =  |f. 

Zerlegen  wir  also  die  Gl.  14  in  eine  longitudinale  und  eine  trans- 
versale Partialgleichung,  so  finden  wir  (bei  Berücksichtigung  von  Gl.  12) 

Kl  =  ßf  h  +  ß',^f  bi  =  ß/^  h  (1  +  I  ß')  ■ 
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Nun  ist  aber 

1    1    "'^-^      11           ^'              11       "' 

=  ^^. 

Es  wird  daher 

(17)                                                               |l  =  ^3„  =  ^2„, 

und  andererseits,  weil  i\  gleich  Null  ist,  nach  Gl.  14 

(18)                                           -f^  =  /?,„  =  «. 

Während  also  in  der  klassischen  Mechanik  sowohl  Kijh^  als  auch 
Zg/fcg  gleich  ist  der  Masse,  gilt  dies  in  der  relativistischen  Mechanik  nur 
für  die  transversale  Komponente.^  Da  ß  immer  größer  sein  muß  als  Eins, 
so  ist  stets  i^         i^  * 

oder 

öl         i^i  * 
Kraft  und  Beschleunigung  sind  also  im  allgemeinen  nicht  gleich- 
gerichtet;   die   Kichtung   der   Beschleunigung   bildet   vielmehr   mit 
der  Bew^egungsrichtung  stets  einen  größeren  Winkel  als  die  Eichtung 
der  Kraft. 

Die  relativitätstheoretische  Formel,  die  die  Abhängigkeit  der 
Masse  von  der  Geschwindigkeit  ausdrückt,  erscheint  in  zweifacher 
Hinsicht  durchdieErfahrungbestätigt.  Einerseits  zeigten  Messungen 
der  magnetischen  Ablenkung  von  sehr  rasch  bewegten  Beta- 
Strahlen,  daß  die  Masse  der  die  ^-Strahlen  zusammensetzenden  Teil- 
chen in  der  Tat  gemäß  der  relativistischen  Formel  zunimmt,  wenn  sich 
die  Geschwindigkeit  der  Teilchen  der  Lichtgeschwindigkeit  nähert.* 
Andererseits  vermochte  auf  die  relativistische  Massenformel  im  Jahre 
1915  Sommerfeld  eine  Theorie  der  Feinstruktur  der  Spektral- 
lini en^  zu  gründen,  die  durch  die  tatsächlichen  spektroskopischen 
Messungen  in . glänzendster  Weise  bestätigt  wird. 

§  48.    Die  träge  Masse  der  Energie. 

Aus  den  die  MiNKOWSKi-Kraft  definierenden  Gleichungen  (Gl.  8  des 
§  42)  folgt  für  das  innere  Produkt  von  MiNKOwsKi-Kraft  und  Minkowski- 
Gsschwindigkeit 

2  Den  Quotienten  KJb^  bezeichnete  man  früher  auch  als  „longitudinale  Masse" 
und  den   Quotienten  Kz/b.^  als  ,, transversale  Masse". 

*  Die  Geschwindigkeit  der  von  radioaktiven  Substanzen  ausgesandten  ^-Strahl- 
teiJchen  beträgt  bis  zu  99^/q  der  Lichtgeschwindigkeit. 

5  Unter  Feinstruktur  der  Spektrallinien  versteht  man  die  Tatsache,  daß  in 
starken  Spektralapparaten  sich  die  Spektrallinien  in  Gruppen  und  Untergruppen 
von  Linien  auflösen. 


(,  d 

2    7Zr 

(';/) 

=  — 

2 

dr  ^ß') 

".f  ß 

T)- 

=  — 

M^ß^^ 

Ät)  = 

d 

'Tt 

(ßß 

c-^). 
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(1)  P,  g,+  P,  g,+  F,q,-\-F,q,  =  ^^  iq')  , 

wobei  aber  (nach  Gl.  6  des  §  42)  q^  gleich  ist  einer  universellen  Kon- 
stanten, nämlich  gleich  dem  negativen  Quadrat  der  Lichtgeschwindigkeit. 
Der  eigenzeitliche  Differentialquotient  dieser  Konstanten  verschwindet 
natürUch;  es  muß  somit  auch  die  linke  Seite  der  Gl.  1  gleich  Null  sein, 
und  hieraus  folgt  bei  Berücksichtigung  der  Gl.  3  und  11  des  §  42 

(2)  ß^Rv^-Ptqt^ 
Nun  ist  aber  nach  Gl.  8  und  4  des  §  42 

oder  nach  Gl.  9  des  §  42 

Es  wird  somit 

(4) 

X  Diese  Gleichung  muß  für  jedes  beliebige  Bezugssystem  gelten,  weil 
ja  die  Gl.  1,  aus  der  die  Gl.  4  gewonnen  wurde,  auch  von  dem  Bezugs- 
system unabhängig  ist.  In  der  klassischen  Mechanik  besteht  nun  die 
fundamentale  Beziehung,  daß  das  innere  Produkt  aus  Kraft  und  Ge- 
schwindigkeit, also  die  auf  die  Zeiteinheit  bezogene  Arbeit,  gleich  ist 
dem  zeitlichen  Differentialquotienten  der  kinetischen  Energie  (GL  7 
des  §  6). 

Diese  Beziehung  können  wir  gemäß  der  allgemeingültigen  Gl.  4 
auch  in  der  relativistischen  Dynamik  beibehalten,  wofern  wir  die  ein- 
fache klassische  Formel  für  die  kinetische  Energie  (Masse  mal  halbem 
Geschwindigkeitsquadrat)  durch  die  kompliziertere  Formel  ersetzen 

(5)  L  =  ß  jLi  c^  =  m  c^  . 

In  •  dieser  Gleichung  wollen  wir  ß  mittels  des  binomischen  Lehrsatzes 
in  eine  Eeihe  entwickeln.     Es  ist 

(6)  ^=(l-f)~"  =  l 
Daher  wird  in  erster  Annäherung 

Das  zweite  Glied  der  rechten  Seite  stellt  aber  nichts  anderes  dar  als  die 
lebendige  Kraft  der  klassischen  Mechanik  (in  der  ja  fi  und  m 
identisch  sind).  Hierzu  kommt  aber  noch  ein  unvergleichlich  größeres 
Ghed,  das  auch  dann  nicht  verschwindet,  w^enn  v  gleich  Null  ist,  und  das 
als  die  Eigenenergie  des  Massenpunktes  bezeichnet  wird;  sie  ist  be- 
stimmt durch  das  Produkt  aus  der  Kuhmasse  und  dem  Quadrate 
der  Lichtgeschwindigkeit. 


i_  ^  _4_  A 

2    c'^    '    8 
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Die  Erkenntnis,  daß  jeder  Körper,  auch  ohne  Bewegung,  eine  Energie 
besitzt,  die  mit  einem  universellen  Proportionalitätsfaktor  seiner  Masse 
proportional  ist,  legt  aber  nun  weiterhin  die  x\uffassung  nahe,  daß  über- 
haupt jeder  Masse  Energie  zukommt  und  umgekehrt  jede  Energie 
eine  träge  Masse  besitzt;  diese  ist  eben  gleich  der  Energiemenge, 
gebrochen  durch  das   Quadrat  der  Lichtgeschwindigkeit. 

Masse  und  Energie  erweisen  sich  derart  als  identisch,  nur  durch 
einen  universellen  Proportionalitätsfaktor  voneinander  verschieden.  So 
erscheinen  durch  die  Eelativitätstheorie  die  Sätze  von  der  Erhaltung 
der  Masse  und  von  der  Erhaltung  der  Energie  zu  einem  einzigen 
Prinzip^  verschmolzen. 


1  Daß  trotzdem  beide  Erhaltungssätze  mit  ungemein  großer  Annäherung  eine 
selbständige  Rolle  innehaben,  erklärt  sich  aus  der  verschwindenden  Kleinheit  der 
Masseänderungen,  die  mit  beobachtbaren  Energieänderungen  verbunden  sind.  Ein 
wichtiges  Anwendungsgebiet  scheint  sich  neuestens  für  den  Satz  von  der  Trägheit 
der  Energie  in  der  Atomtheorie  zu  erschließen.  Durch  diesen  Satz  werden  zunächst 
die  Abweichungen  der  Atomgewichte  von  den  ganzen  Zahlen  (soweit  sie  nicht  durch 
Isotopie  bedingt  sind)  verständlich,  weiterhin  aber  auch  Probleme  der  Stabilität 
der  Atomkerne  geklärt. 


Anhang. 

Zusammenfassung  des  Inhalts. 

I.  Kapitel.     Die  Vektoren. 

§  1.  Jede  Vektorgröße  ist  durch  Betrag,  Eichtung  und  Eichtungs- 
sinn  bestimmt;  daß  in  diesen  Eigenschaften  zwei  Vektorgrößen  über- 
einstimmen, wird  durch  Gleichsetzung  der  Vektorgrößen .-  ausgedrückt. 
Das  Quadrat  des  Betrages  eines  Vektors  ist  gleich  der  Summe  der 
Quadrate  der  Komponenten.  Jeder  Vektor  kann  aufgefaßt  werden  als 
Produkt  aus  seinem  Betrage  und  einem  in  seine  Eichtung  fallenden  Ein- 
heitsvektor. Die  Einheitsvektoren  der  positiven  Koordinatenachsen 
werden  als  die  Grundvektoren  des  Koordinatensystems  (i,  j,  t)  bezeichnet. 

§  2.  Für  die  vektorielle  Addition  gelten  die  Eechenregeln  der  arith- 
metischen. Das  innere  oder  skalare  Produkt  ^^  ist  ein  Skalar  von  dem 
Betrage  A  B  cos  {%  23).     Es  ist 

%S&=A,B,-^A,B,-\-A,B,. 

Das  äußere  oder  Vektorprodukt  [^  ®]  ist  ein  Vektor,  der  auf  der  Ebene 
des  von  den  Vektoren  51  und  ^  gebildeten  Parallelogramms  senkrecht 
steht,  der  so  viel  Längeneinheiten  enthält,  als  das  Parallelogramm  Flächen- 
einheiten hat,  und  der  einen  solchen  Eichtungssinn  hat,  daß  von  seiner 
Spitze  gesehen,  die  Drehung  dem  Uhrzeiger  entgegengesetzt  erscheint, 
die  den  Vektor  %  in  die  Eichtung  des  Vektors  ^  überführt.  Es  ist  [^  %\ 
entgegengesetzt  gleich  \%  ®].  Das  innere  Produkt  verschwindet  für  zwei 
zueinander  normale,  das  äußere  für  zwei  gleichgerichtete  Vektoren. 
Es  ist 

diese  Produkte  verschwinden,  wenn  die  Vektoren  ^,  SS,  ^  komplanar 
smd.     Ferner  ist 

[^[^q]  =«  ((i:^)  -(£  (21^)  . 

Der  zeitliche  Differentialquotient  eines  Vektors  %  kann  stets  in  zwei 
zueinander  senkrechte  Komponenten  zerlegt  werden,  in  eine  Komponente 
in  der  Eichtung  des  Vektors  und  vom  Betrage  dAjdt  und  eine  dazu 
normale  Komponente  vom  Betrage  Ad(p/dt,  wenn  d(p  der  Winkel  ist, 
um  den  sich  in  dem  Zeitelement  dt  der  Vektor  ^  dreht.     Beide  Kom- 
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ponenten  liegen  in  der  als  eben  aufzufassenden  Fläche,  die  in  dem  Zeit- 
element  der  Vektor  durchstreicht. 

§  3.  In  vektorieller  Form  sagt  das  zweite  Newton  sehe  Bewegungs- 
gesetz aus,  daß  der  Kraftvektor  gleich  ist  dem  zeitlichen  Differential- 
quotienten des  Produktes  aus  Masse  und  Geschwindigkeitsvektor.  Die 
analytische  Auflösung  dieser  Beziehung  ergibt  die  üblichen  Bewegungs- 
gleichungen  des  freien  Massenpunktes.  Die  Vektorprodukte,  die  sich 
ergeben,  wenn  man  den  von  einem  Punkte  aus  gezogenen  Eadiusvektor 
vektoriell  multipliziert  mit  der  Kraft  oder  der  Geschwindigkeit  oder  dem 
Impuls,  werden  als  statisches  Moment,  Flächengeschwindigkeit  und  Dreh- 
impuls bezeichnet.  Das  statische  Moment  ist  der  zeitliche  Differential- 
quotient des  Drehimpulses.  Hieraus  folgt,  daß  die  Bewegung  eines  Körpers, 
auf  den  eine  stets  nach  demselben  Punkt  gerichtete  Kraft  wirkt,  in  einer 
und  derselben  Ebene  beharrt  und  ihre  Flächengeschwdndigkeit  in  bezug 
auf  jenen  Punkt  nicht  ändert. 

§  4.  Bei  dem  Übergang  von  einem  Koordinatensystem  zu  einem 
zweiten  transformieren  sich  die  Komponenten  eines  Vektors  nach  dem 
Schema 

A^'—  Ar^  cos  {x',  x)  +  Ay  cos  {x' ,  y)  -\-  A^  cos  {x\  z)  . 

§  5.  In  einem  skalaren  Felde  kann  jeder  Stelle  als  Gradient  des 
Skalars  ein  Vektor  zugeordnet  w^erden,  der  senkrecht  steht  auf  der 
Niveaufläche,  der  den  Eichtungssinn  zunehmenden  Wertes  des  Skalars 
hat  und  einen  Betrag,  der  gleich  ist  der  auf  die  Längeneinheit  bezogenen 
Zunahme  des  Skalars  in  dieser  Kichtung.  Die  Komponenten  des  Gra- 
dienten sind  gleich  den  partiellen  Ableitungen  des  Skalars  nach  den 
Koordinaten.  Der  Wert  des  Linienintegrals  des  Gradienten  längs  einer 
Kurve  hängt  einzig  und  allein  ab  von  dem  Niveauunterschied  zwischen 
Anfangs-  und  Endpunkt  der  Kurve.     Im  besonderen  ist 


grad  (1)  =  -  1  i  , 


wenn  r  der  von  einem  festen  Punkte  zu  einem  beliebigen  Feldpunkt 
gezogene  Eadiusvektor  ist. 

§  6.  Ist  ein  Vektor  als  Gradient  eines  Skalars  darstellbar,  so  be- 
zeichnet man  diesen  Skalar,  mit  entgegengesetztem  Vorzeichen  genommen, 
als  das  Potential  des  Vektors.  Eine  Kraft  besitzt  immer  dann  ein 
Potential,  wenn  sie  nach  einem  festen  Punkte  gerichtet  ist  und  ihr 
Betrag  nur  von  der  Entfernung  von  diesem  Punkte  abhängt.  Falls  die 
Kraft  ein  Potential  besitzt,  so  muß  die  Summe  aus  diesem  Potential 
und  der  lebendigen  Kraft  des  bewegten  Massenpunktes  eine  von  Ort 
und  Zeit  unabhängige  Konstante  darstellen,  die  als  die  mechanische 
Energie  des  bewegten  Massenpunktes  bezeichnet  wird. 

§  7.  Ändert  ein  Koordinatensystem  (l,  j,  !)  seine  Lage  gegenüber 
einem  als  Normalsystem  angenommenen  Achsenkreuz,  so  erscheinen, 
auf  dieses  Normalsystem  bezogen,  die   Grundvektoren  t,  j.  f  selbst  als 
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Funktionen  der  Zeit.  Es  läßt  sich  zunächst  zeigen,  daß  die  drei  Vektoren 
dlldt,  d\/dt,  dt/dt  komplanar  sind,  ferner,  daß  sie  darstellbar  sind  als 
Vektorprodukte  [tö  i],  [tu  j],  [tD  !],  wobei  tö  einen  und  denselben  Vektor 
bedeutet,  der  als  die  Winkelgeschwindigkeit  bezeichnet  wird.  Seine 
Eicht ung  und  sein  Eicht ungssinn  sind  dadurch  bestimmt,  daß  ein  mit 
dem  Koordinatensystem  fest  verbundener  Punkt  in  einer  Ebene  senk- 
recht zu  der  Eichtung  des  Vektors  to  derart  kreist,  daß  von  der  Spitze 
des  Vektors  tö  gesehen,  die  Umkreisung  entgegengesetzt  dem  Uhrzeiger 
erscheint.  Der  Betrag  aber  ist  gleich  der  im  Bogenmaß  gemessenen  Ge- 
schwindigkeit, mit  der  sich  ein  Lot  dreht,  das  von  einem  mit  dem  Ko- 
ordinatensystem fest  verbundenen  Punkt  auf  die  Eichtung  von  t»  gefällt 
wird.  Ist  d%/dt  der  zeithche  Differentialquotient  eines  Vektors  in  bezug  auf 
das  Normalsystem,  d*^/dtSiheY  in  bezug  auf  das  selbst  bewegte  System,  so  ist 

§  8.  Die  absolute  Beschleunigung  erweist  sich  gleich  der  vektoriellen 
Summe  aus  der  Eelativbeschleunigung,  der  Führungsbeschleunigung  und 
der  CoRioLis-Beschleunigung,  die  ihrerseits  gleich  ist  dem  doppelten 
Vektorprodukt'  aus  Winkelgeschwindigkeit  und  Eelativgesch windigkeit. 
Bezieht  man  also  die  Bewegung  eines  Massenpunktes  auf  ein  selbst  be- 
wegtes System,  so  muß  man  außer  den  tatsächlich  angreifenden  Kräften 
noch  zwei  fingierte  Zusatzkräfte  annehmen:  eine  Führungs-  und  eine 
CoRiOLis-Kraft.  Für  zwei  gegeneinander  gleichförmig  fortschreitend 
bewegte  Systeme  müssen  die  Bewegungsgleichungen  dieselbe  Form 
haben  (mechanisches  Eelativitätsprinzip). 

§  9.  Aus  der  Theorie  der  Eelativbewegung  folgt  auf  der  rotierenden 
Erde  für  den  freien  Fall  eine  östliche  Ablenkung,  für  den  Niederfall  eines 
vertikal  nach  aufwärts  geworfenen  Körpers  eine  westliche  Abweichung, 
für  eine  Horizontalbewegung  eine  Ablenkung  nach  rechts  auf  der  nörd- 
lichen, nach  links  auf  der  südlichen  Erdhälfte  und  endlich  für  ein 
schwingendes  Pendel  eine  tägliche  Drehung  der  Schwingungsebene  um 
einen  Winkel,  der  gleich  ist  360^  mal  dem  Sinus  der  geographischen  Breite. 

II.  Kapitel.     Die  Tensoren. 

§  10.  Neun  Größen  h^^,  k^y  ...  h^z  werden  als  Komponenten  eines 
Tensors  bezeichnet,  wenn  sie  sich  bei  einem  Wechsel  des  Koordinaten- 
systems so  transformieren  wie  die  paarweise  gebildeten  Produkte  der 
Komponenten  zweier  Vektoren.  Die  Summe  der  Tensorkomponenten 
erster  Art  (k^x-}-  ^yy-h  Kz)  stellt  einen  Skalar  dar,  die  paarweise  ge- 
bildeten Differenzen  der  Komponenten  zweiter  Art  (k^y—  ky^  usw.) 
ergeben  die  Komponenten  eines  Vektors.  Durch  entsprechende  Multi- 
plikation der  Komponenten  eines  Tensors  mit  den  Komponenten  eines 
Vektors  ®  kann  ein  Vektor  %  abgeleitet  werden  nach  dem  Schema 

'^xx^x~{'  r^xy^y~r  k^z^^z^^  ^x  * 
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^31  ist  dann  eine  lineare  Vektorfunktion  von  ^  und  k.  Durch  Addition 
entsprechender  Komponenten  von  Tensoren  ergeben  sich  wiederum  die 
Komponenten  eines  Tensors,  ebenso,  wenn  man,  ohne  an  den  Kom- 
ponenten zAveiter  Art  etwas  zu  ändern,  die  Komponenten  erster  Art 
um  einen  und  denselben  Skalar  vermehrt. 

§11.  Jeder  Tensor  ist  darstellbar  durch  eine  Fläche  zweiten  Grades, 
die  im  besonderen,  wenn  die  Tensorkomponenten  erster  Art  nie  negativ 
werden  können,  ein  Ellipsoid  ist.  Die  Eichtungen,  die  durch  die  Achsen 
dieses  Tensorellipsoids  festgelegt  sind,  werden  als  die  Hauptachsen  des 
Tensors  bezeichnet;  die  auf  sie  bezogenen  Werte  der  Komponenten  erster 
Art  heißen  die  Hauptwerte  des  Tensors.  Ist  der  Tensor  symmetrisch, 
so  verschwinden  in  bezug  auf  ein  Hauptachsensystem  die  Komponenten 
zweiter  Art.  Ist  ein  Vektor  ^  eine  symmetrische  Vektorfunktion  eines 
anderen  Vektors  ^  und  eines  Tensors  k,  so  sind  die  Hauptwerte  des  Tensors 
mit  den  Komponenten  nach  den  Hauptachsen  durch  die  Beziehungen 
verknüpft 

■'■^l~~~  '^11  '  ■^2~~~  ''''2      2  '  S  — '      3      3  * 

§  12.  Der  Drehimpuls  eines  starren  Körpers  erweist  sich  als  lineare 
Vektorfunktion  der  Winkelgeschwindigkeit  und  eines  symmetrischen 
Tensors,  der  als  das  Trägheitsmoment  bezeichnet  wird.  Bezieht  man 
die  Bewegung  eines  starren  Körpers  auf  ein  Koordinatensystem,  das 
mit  dem  Schwerpunkt  als  Ursprung  von  den  drei  Hauptträgheitsachsen 
gebildet  wird,  so  ergeben  sich  die  Euler  sehen  Bewegungsgleichungen 
des  starren  Körpers;  aus  ihnen  ersieht  man,  daß  die  Hauptträgheits- 
achsen zugleich  die  freien  Achsen  des  starren  Körpers  sind. 

§  13.  Betrachten  wir  innerhalb  einer  kontinuierlich  verbreiteten 
Masse  die  Flächenkräfte,  die  auf  drei  Flächenelemente  wirken,  die  an 
einer  Stelle  auf  den  Koordinatenachsen  senkrecht  stehen,  so  erweisen 
sich  die  dreimal  drei  Komponenten  der  drei  Flächenkräfte  als  Kom- 
ponenten eines  symmetrischen  Tensors,  der  als  die  Spannung  bezeichnet 
wird  und  dessen  Komponenten  erster  und  zweiter  Art  als  Normal-  und 
Tangentialspannungen  unterschieden  werden. 

III.  Kapitel.     Die  Vektorfelder. 

§  14.  Die  neun  partiellen  Differentialquotienten  der  Komponenten 
eines  Vektors  nach  den  Koordinaten  erweisen  sich  als  Komponenten 
eines  Tensors.  Daraus  folgt  ohne  weiteres  aus  den  allgemeinen  tensoriellen 
Beziehungen,  daß  in  einem  Vektorfelde  jeder  Stelle  ein  Skalar,  die 
„Divergenz"  und  ein  Vektor,  die  „Kotation"  zugeordnet  werden  können. 
Hierfür  bestehen  die   Gleichungen 

dA^     ,     ÖAy     ,     8A, 


div^ 


dx  6  y      '      dz 

SA,         dA, 


rot3  =  ^^-^^- 

*  oy  dz 
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8^8 

\AAy-\-fAA, 

. 

Multipliziert  man  die  neun  partiellen  Differentialquotienten  eines  Vektors  % 
nach  den  Koordinaten  mit  den  Komponenten  eines  Vektors  ^  nach  dem 
entsprechenden  Schema  (§10),  so  erhält  man  einen  Vektor,  der  bezeichnet 
wird  als  der  auf  den  Vektor  ^  bezogene  Gradient  des  Vektors  %.    Es  ist 

(«  grad)  51  =  i  (^  grad  A,)  +  j  («  grad  A,)  +  !  («  grad  A,)  . 

Für  die  kombinierten  vektoriellen  Differentialoperationen  gelten  die 
Formeln 

div  grad  S  =  A  S  = 

Dementsprechend  ist 

A^  =  iAA, 

Ferner  ist 

rot  grad  .9  =  0,         div  rot  IM  =  0  , 

rot  rot  ^  -=  grad  div  ^  -  zl  ^  . 

§  15.    Nach  dem  Satze  von  Gauss  ist  der  Fluß  eines  Vektors  durch 

eine  geschlossene  Fläche  gleich  dem  Volumintegral  der  Divergenz  des 

Vektors,  erstreckt  über  das  ganze  von  der  Fläche  umschlossene  Volumen 

oder  r  r 

jA„df=J  div^dr. 

Aus  dem  Satze  von  Gauss  ergibt  sich  der  Satz  von  Green,  demzufolge 
im  besonderen,  wenn  an  den  Grenzen  eines  skalaren  Feldes?  der  Gradient 
des  Skalars  verschwindet,  die  Beziehung  besteht 


J  SA  S  dT=-  flgrad  ,S')2  d: 


§  16.  Eine  in  einem  Vektorfelde  gezogene  Kurve,  deren  Elemente 
überall  die  Kichtung  des  Vektors  haben,  stellt  eine  VektorHnie  dar.  In 
einem  Felde,  dessen  Divergenz  überall  verschwindet  und  das  als  solenoidal 
bezeichnet  wird,  ist  längs  einer  Vektorröhre  das  Produkt  aus  dem  Be- 
trage des  Vektors  und  dem  Köhrenquerschnitt  konstant.  Die  Bohren 
eines  solenoidalen  Vektors  können  daher  im  Felde  weder  beginnen  noch 
endigen  und  müssen  somit  innerhalb  des  Feldes  geschlossene  Kurven 
darstellen.  Das  Feld  eines  Vektors,  der  seinerseits  der  Gradient  eines 
Skalars  ist,  ist  wiederum  darstellbar  durch  die  Niveauflächen  des  Skalars ; 
innerhalb  der  so  gebildeten  Lamellen  ist  der  Betrag  des  Vektors  überall 
umgekehrt  proportional  der  Dicke  der  Lamelle. 

§  17.  Nach  dem  Satze  von  Stokes  ist  das  Linienintegral  eines  Vektors 
längs  einer  geschlossenen  Kurve  gleich  dem  Integral  der  Normal- 
komponente der  Botation  des  Vektors,  erstreckt  über  die  ganze  von  der 
Kurve  umschlossene  Fläche,  oder 


J^^5=  Jn  rot  ^J/; 


dabei  muß  die  Flächennormale  einen  solchen  Bichtungssinn  haben,  daß 
von  ihrer  Spitze  der  Umlauf,  in  dem  das  Linienintegral  gebildet  wird, 
dem  Uhrzeiger  entgegengesetzt  erscheint. 
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§  18.    In  einem  Tensorfelde  läßt  sich  für  jede  Stelle  ein  als  Vektor- 
divergenz (bit)  t)  bezeichneter  Vektor  ableiten;  es  ist 


blü^  t 


"xy 


dx      ^       dy      ^       dx 

Unter  der  Normalkomponente  eines  Tensors  in  bezug  auf  ein  Flächen- 
element .versteht   man   einen   Vektor,   dessen   ic-Komponente  gleich  ist 

(tjx=  txx  cos  (n,  x)  +  t^y  cos  (n,  ij)  +  t^,  cos  (n,  z) . 

Der  Tensorfluß  durch  eine  geschlossene  Fläche  erweist  sich  dann  gleich 
dem  Volumintegral  der  Vektordivergenz  des  Tensors. 

§  19.  In  einer  kontinuierhch  verbreiteten  Masse  ist  die  innere  Kraft- 
dichte gleich  der  Vektordivergenz  der  Spannung.  Für  die  Beschleunigung 
eines  Massenteilchens  gilt  die  Beziehung 

b  =  -^  +  (d  grad)  v  . 

Das  Prinzip  der  Erhaltung  der  Masse  findet  seinen  vektoranalytischen 
Ausdruck  in  der  Gleichung 

div(et,)  +  -|f  =  0. 

Die  Bewegung  eines  kleinen  Bereiches  einer  kontinuierlich  verbreiteten 
Masse  kann  stets  aufgefaßt  werden  als  Superposition  einer  Translation, 
einer  Drehung  und  einer  eigenthchen  Deformation,  die  sich  im  allgemeinen 
darstellt  als  eine  Dehnung  längs  den  Koordinatenachsen  und  eine  Scherung 
entlang  den  Koordinatenebenen. 

§  20.  Für  eine  ideale  Flüssigkeit  müssen  die  Tangentialspannungen 
stets  verschwinden  und  die  Normalspannungen  daher  untereinander 
stets  den  gleichen  Wert  haben,  der  mit  entgegengesetztem  Vorzeichen 
den  Flüssigkeitsdruck  darstellt.  Aus  der  allgemeinen  Bewegungsgleichung 
des  deformierbaren  Körpers  ergeben  sich  äerart  die  hydrodynamischen 
Grundgleichungen  von  Euler.  Fiir  inkompressible  Flüssigkeiten  ver- 
schwindet die  Divergenz  der  Geschwindigkeit.  Von  den  Euler  sehen 
Gleichungen  führt  eine  vektoranalytische  Transformation  zu  der  Gleichung 
von  Helmholtz,  die  die  Erhaltung  der  Wirbelbewegung  in  idealen 
Flüssigkeiten  ausspricht,  auf  die  nur  solche  äußere  Kräfte  wirken,  die 
ein  Potential  besitzen.  Für  eine  Flüssigkeitsströmung  erweist  sich  der 
hydraulische  Druck  stets  kjeiner  als  der  hydrostatische.  Die  Strömungs- 
geschwindigkeit muß  in  einer  Röhre  deren  Querschnitt  umgekehrt  pro- 
portional sein. 

§  21.  Ein  Medium  wird  als  elastisch  bezeichnet,  wenn  die  Haupt- 
achsen der  Deformation  mit  den  Hauptachsen  der  Spannung  zusammen- 
fallen und  der  Zusammenhang  zwischen  Deformation  und  Spannung 
durch  das  Gesetz  von  Hooke  und  Navier  beschrieben  wird.  Drückt 
man  dementsprechend  die  Komponenten  der  Spannung  durch  die  Ver- 
rückungen aus,  so  ergeben  sich  in  einfacher  Form  die  Bewegungs- 
gleichungen  eines  elastischen,  von  äußeren  Kräften  freien  Mediums. 
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IV.  Kapitel.     Die  Potentiale 

§  22.  Ist  in  einem  Felde,  das  von  einem  Quellpunkt  von  der  Er- 
giebigkeit g  erzeugt  wird,  das  Potential  in  einem  beliebigen  Aufpunkt 

in  der  Entfernung  r 

»^  __  A 

r 

und  bezeichnet  man  den  negativen  Gradienten  des  Potentials  bei  ver- 
änderlichem Aufpunkt  als  die  Feldstärke,  so  ist  der  Fluß  der  Feldstärke 
durch  eine  geschlossene  Fläche  gleich  4  tt  (/  oder  Null,  je  nachdem,  ob 
die  Fläche  den   Quellpunkt  umschHeßt  oder  nicht. 

§  23.  Bei  kontinuierlicher  Quellenverteilung  ergibt  sich  die  Gleichung 
von  PoissoN,  derzufolge 

ist,  wenn  q  die  Ergiebigkeitsdichte  bedeutet. 

§  24.  Die  Normalkomponente  der  Feldstärke  erfährt  bei  dem  Durch- 
setzen einer  Quellenfläche  einen  Sprung,  der  gleich  ist  4  n  mal  der 
Flächendichte.  Die  Tangentialkomponente  der  Feldstärke  durchsetzt 
hingegen  eine   Quellenfläche  stetig. 

§  25.  Das  Produkt  aus  der  Ergiebigkeit  eines  Quellenpaares  und 
der  gerichteten  Strecke,  die  von  der  negativen  zur  positiven  Quelle  führt, 
wird  als  das  Moment  des  Quellenpaares  bezeichnet.  Das  von  einer  Doppel- 
schichte in  einem  Aufpunkt  erzeugte  Potential  ist  gleich  dem  Produkt 
aus  der  Momentendichte  und  dem  räumlichen  Winkel,  unter  dem  von 
dem.  Aufpunkt  die  Doppelschichte  erscheint. 

§  26.  Unter  dem  Kurvenpotential  einer  Kurve  verstehen  wir  den 
Vektor  ^  , 

(wobei  in  einem  bestimmten  Umlauf  sinn -zu  integrieren  ist).  Die  von  einer 
Doppelschichte  herrührende  Feldstärke  erweist  sich  als  identisch  mit 
der  Kotation  des  noch  mit  der  Momentendichte  multipHzierten  Kurven- 
potentials der  Begrenzung.  Die  Divergenz  des  Kurvenpotentials  ver- 
schwindet für  eine  geschlossene  Kurve. 

§  27.  Die  Dichte  der  potentiellen  Energie  eines  Feldes,  zwischen 
dessen  Quellen  Coulomb  sehe  Fernkräfte  wirken,  ergibt  sich  mittels  des 
Green  sehen  Satzes  gleich  dem  Quadrate  der  Feldstärke,  gebrochen 
durch  8  n.  Für  das  Potential  der  mechanischen  Kraft,  mit  der  zwei 
Doppelschichten  von  den  Momenten  dichten  /  und  /'  aufeinander  wirken, 
erhält  man  den  Wert 

§  28.  Aus  dem  für  die  Elektrostatik  grundlegenden  Coulomb  sehen 
Gesetz  folgt  für  die  elektrische  Feldstärke 

div  (g  =  4  TT  0  . 
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Ferner  ergibt  sich,  daß  ein  Konduktor  stets  nur  an  der  Oberfläche  ge- 
laden sein  kann,  und  daß  die  Feldstärke  an  der  Oberfläche  die  Eichtung 
der  nach  außen  weisenden  Normalen  und  den  Betrag  4  tt  a  hat.  Die 
Divergenz  der  Stromdichte  verschwindet  für  geschlossene  Ströme.  Das 
Linienintegral  der  elektrischen  Feldstärke  entlang  dem  Stromleiter  stellt 
die  elektromotorische  Kraft  dar. 

§  29.  Zu  dem  elektrostatischen  Grundgesetz  kommt  als  zweites 
Erfahrungsgesetz  folgendes  hinzu:  Zwei  geschlossene  elektrische  Ströme 
üben  aufeinander  eine  mechanische  Kraft  aus,  die  ebenso  groß  ist  wie 
die  Coulomb  sehe  Fernkraft  zwischen  zwei  von  den  Strömen  umgrenzten 
Doppelschichten,  wofern  man  die  Momentendichte  jeder  Doppelschichte 
gleich  setzt  dem  Quotienten  aus  der  Stromstärke  und  einer  universellen 
Konstanten,  die  sich  durch  das  Experiment  als  eine  Geschwindigkeit 
von  S-lO^^cm/sec  ergibt.  Die  äquivalente  Doppelschichte  bezeichnet 
man  als  magnetisch  und  spricht  demgemäß  von  Magnetismusmenge  und 
magnetischer  Feldstärke.  Ein  homogen  magnetisierter  Körper  muß  sich 
so  verhalten,  als  ob  der  Magnetismus  nur  an  der  Oberfläche  vorhanden 
wäre. 

§  80.  Für  die  magnetische  Feldstärke,  die  ein  Element  eines  ge- 
schlossenen elektrischen  Stromes  in  einem  beliebigen  Aufpunkt  erzeugt, 
ergibt  sich  durch  vektoranalytische  Deduktion  eine  Gleichung,  die  das 
Gesetz  von  Biot  und  Savart  und  die  Schwimmerregel  von  Ampere 
zum  Ausdruck  bringt.     Hieraus  folgen  weiterhin  die  Beziehungen 

div  §  =  0  ,         rot  §  ^  — ^  i  . 

Die  letztere  Gleichung  kann  man  auch  in  der  Integralform  dahin  aus- 
sprechen, daß  die  Arbeit,  die  bei  dem  einmaligen  Herumführen  eines 
Einheitspoles  um  einen  Strom  verrichtet  wird,  gleich  ist  der  mit  4  7t 
multiplizierten,  elektromagnetisch  gemessenen  Stromstärke. 

§  31.  Die  potentielle  Energie,  die  einem  Strome  in  einem  Magnet- 
feld zukommt,  erweist  sich  entgegengesetzt  gleich  dem  Produkte  aus  der 
elektromagnetisch  gemessenen  Stromstärke  und  aus  dem  magnetischen 
Kraftfluß  durch  die  Stromfläche.  Gleich  gerichtete  Stromelemente 
müssen  einander  anziehen,  entgegengesetzt  gerichtete  einander  abstoßen, 
und  zwar  mit  einer  Kraft,  die  dem  Produkte  der  Stromstärken  direkt 
und  dem  Quadrate  der  Entfernung  umgekehrt  proportional  ist. 

§  32.  Für  die  Induktionsströme  ergibt  sich  mittels  des  Satzes  von 
der  Erhaltung  der  Energie  die  Folgerung,  daß  die  induzierte  elektro- 
motorische Kraft  bis  auf  den  ProportionaHtätsfaktor  1/c  gleich  sein  muß 
der  auf  die  Zeiteinheit  bezogenen  Änderung  des  magnetischen  Kraft - 
flusses,  und  ferner,  daß  der  induzierte  Strom  einen  solchen  Umlaufs- 
sinn haben  muß,  daß  er  durch  die  von  ihm  ausgehende  magnetische 
Kraft  den  induzierenden  Vorgang  zu  hemmen  sucht. 

§  33.  Aus  der  Hypothese  der  Verschiebungsströme  folgt  in  der 
Maxwell  sehen  Theorie  für  deren  Dichte  die  Beziehung 
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Für  den  leeren  Kaum  nehmen  daher  die  Maxwell  sehen  Gleichungen  die 
Form  an 

div  (£  =  4  TT  ^  ,  div  §  —  0  , 

rot  (r  = ^  ,         rot  §  = ^—  • 

c     dt  ^        c     dt 

Daraus  folgt   durch  eine  vektoranalytische  Umformung  für  den  leeren 

c     ot^    '  ^         c'     dt' 

§  84.     Die    Dichte    der    Energieströmung    im    elektromagnetischen 
Felde  ist  durch  den  Po ynting  sehen  Vektor  bestimmt 


V.  Kapitel.     Die  Vektorwellen. 

§  35.    Durch  die  Differentialgleichung 


cW- 

wird  im  allgemeinen  eine  elliptische  Yektorschwingung  von  einer 
Schwingungsdauer  ^nja  beschrieben.  Die  elliptische  Schwingung  läßt 
sich  nach  zwei  beliebigen,  zueinander  senkrechten  Eichtungen  stets  in 
zwei  lineare  Partialschwingungen  zerlegen,  die  im  allgemeinen  bei  gleicher 
Schwingungsdauer  verschiedene  Amplitude  und  Phase  haben. 

§  36.  Ist  eine  vektorielle  partielle  Differentialgleichung  von  der 
Form  gegeben 

n'     dt' 

SO  folgt  daraus  stets  die  Möglichkeit  einer  Ausbreitung  des  Vektors  SU 
in  ebenen  Vektorwellen  mit  der  Geschwindigkeit  x.  Verschwindet  im 
besonderen  die  Divergenz  des  Vektors,  so  sind  die  Wellen  transversal. 

§  37.  Aus  den  Bewegungsgleichungen  des  elastischen  Mediums  folgt 
einerseits  die  Möglichkeit  von  longitudinalen  Dilatationswellen,  anderer- 
seits von  dilatationsfreien  Transversalwellen.  In  Flüssigkeiten  sind  nur 
erstere  möglich. 

§  38.  Aus  den  Maxwell  sehen  Gleichungen  ergibt  sich  die  Möglich- 
keit einer  Ausbreitung  der  elektrischen  und  der  magnetischen  Feldstärke 
in  ebenen  Wellen,  deren  Geschwindigkeit  im  leeren  Eaume  der  elektro- 
magnetischen Konstanten  gleich  sein  muß.  In  einem  von  Ladungen 
freien  Gebiete  müssen  diese  Wellen  rein  transversal  sein.  Mit  jeder 
elektrischen  Welle  ist  auch  eine  magnetische  Welle  von  der  gleichen 
Periode  und  der  gleichen  Fortpflanzungsrichtung  verbunden.  Die  Vek- 
toren der  elektrischen  und  der  magnetischen  Feldstärke  stehen  in  einar 
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ebenen  elektromagnetischen  Welle  aufeinander  senkrecht.  Wegen  der 
Übereinstimmung  der  elektromagnetischen  Konstanten  mit  der  Licht- 
geschwindigkeit sieht  die  Maxwell  sehe  Theorie  die  Lichtwellen  als 
elektromagnetisch  an,  wodurch  sich  auch  die  Transversalität  der  Licht- 
wellen ohne  weiteres  erklärt. 


VI.  Kapitel.     Die  Weltvektoren. 

§  39.  Die  Schwierigkeiten,  die  einer  Ausdehnung  des  mechanischen 
Relativitätsprinzips  auf  das  Gebiet  der  Elektrodynamik  und  der  Optik 
sich  entgegenstellen,  wurden  beseitigt  durch  Einsteins  Gedanken  der 
Relativität  der  Zeit.  Die  fundamentale  Beziehung  der  Relativitätstheorie 
besagt,  daß  zwischen  den  Koordinaten  zweier  gegeneinander  gleichförmig 
bewegter  Koordinatensysteme  und  deren  Zeiten  (f  und  t")  die  Gleichung 
bestehen  muß 

Diese  Gleichung  kann  man  nach  Minkowski  dahin  geometrisch  inter- 
pretieren, daß  das  mit  entgegengesetztem  Vorzeichen  genommene  Quadrat 
der  noch  mit  der  Lichtgeschwindigkeit  multiplizierten  Zeit  und  die  Quadrate 
der  drei  räumlichen  Koordinaten  sich  untereinander  so  verhalten  wie  die 
Quadrate  von  vier  Koordinaten  in  einer  vierdimensionalen  Geometrie. 
Die  vierdimensionale  Mannigfaltigkeit,  die  als  eine  Verknüpfung  von 
Raum  und  Zeit  durch  die  Koordinaten  x,  y,  z  und  ict  gegeben  ist,  wird 
als  die  Minkowski- Welt  bezeichnet.  Die  Bewegung  eines  Massenpunktes 
erscheint  durch  eine  Weltlinie  dargestellt,  deren  Richtungskosinus  in 
bezug  auf  ein  bestimmtes  vierdimensionales  Achsenkreuz  die  Geschwindig- 
keit bestimmen,  die  für  das  gewählte  Bezugsssystem  der  Massenpunkt 
besitzt. 

§  40.  Der  Übergang  von  einem  räumlichen  Koordinatensystem  zu 
einem  anderen,  das  gegenüber  dem  ersten  mit  der  Geschwindigkeit  v 
in  der  gemeinsamen  a'-Richtung  bewegt  ist,  erscheint  in  vierdimensionaler 
Darstellung  als  Drehung  des  Achsenkreuzes  in  der  x-t-WoeuQ  um  einen 
Winkel,  dessen  Tangente  gleich  ist  dem  imaginären  Quotienten  aus  der 
Geschwindigkeit  v  und  der  Lichtgeschwindigkeit.  Hieraus  und  aus  den 
allgemeinen  Formeln  für  die  Transformation  von  Vektorkomponenten  (§  4) 
ergeben  sich  die  die  LoRENTZ-Transformation  ausdrückenden  Gleichungen 

,  X  —  vt  ,  ,  ,  c 

x'  =  "7=^^ ,    y  =y ,   z  =  z,   t  ■ 


1/-I      ■  f^ 

§  41 .  Für  die  Zusammensetzung  zweier  gleich  gerichteter  Geschwindig- 
keiten V  und  v'  ergibt  die  Relativitätstheorie  als  resultierende  Ge- 
sch^vindigkeit 
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Hieraus  folgt  die  Unmöglichkeit  von  Überlichtgeschwindigkeiten.  Ferner 
iolgt  daraus,  daß  Licht  wellen  von  einer  strömenden  Flüssigkeit  mit  einem 
Bruchteil  a  v  der  Strömungsgeschwindigkeit  v  mitgenommen  werden, 
wobei  a  gleich  ist  (1  —  1/'^^)'  wenn  n  der  Brechungsexponent  der 
Flüssigkeit  ist  (Versuch  von  Fizeau). 

§  42.  In  der  relativistischen  Dynamik  muß  die  Vorstellung  von  der 
Konstanz  der  Masse  aufgegeben  werden.  Die  Impulsmasse  m  hängt  mit 
der  Euhmasse  jli  durch  die  Beziehung  zusammen 


m 


i/' 


r 


Kraft  und  Beschleunigung  sind  im  allgemeinen  nicht  gleich  gerichtet; 
vielmehr  bildet  die  Kichtung  der  Beschleunigung  mit  der  Bewegungs- 
richtung einen  größeren  Winkel  als  die  Eichtung  der  Kraft. 

§  43.  Aus  der  Kelativitätstheorie  folgt,  daß  jeder  Masse,  auch  wenn 
.sie  nicht  bewegt  ist,  eine  Eigenenergie  zukommen  muß,  die  gleich  ist 
dem  Produkt  aus  der  Kuhmasse  und  dem  Quadrat  der  Lichtgeschwindig- 
keit. Umgekehrt  muß  hieraus  auch  geschlossen  werden,  daß  jede  Energie 
eine  träge  Masse  besitzt,  die  gleich  ist  dem  Quotienten  aus  der  Energie- 
menge und  dem  Quadrate  der  Lichtgeschwindigkeit. 
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zu  haben.  Die  neue  Zeit. 

Das  Büchlein,  welches  Kürze  mit  Klarheit  und  einem  erstaunlichen  Reich- 
tum des  Inhalts  meisterhaft  vereinigt,  wird  jedermann,  dem  Fachmann 
wie  dem  gebildeten  Laien,  viel  Anregung  und  Genuß  verschaffen. 

Neue  Freie  Presse,  Wien. 
Dank  der  Sachkenntnis  und  des  großen  didaktischen  Geschickes  des  Autors 
dürfte  das  Büchlein  den  Bedürfnissen  der  zahlreichen  Nichtphysiker  ent- 
sprechen. Pädagogische  Studien. 

Die  Gmndgleichungen  der  Mechanik 

dargestellt   auf   Grund 

der   geschichtlichen    Entwicklung 

Mit  45  Abbildungen  im  Text 

Gr.-Oktav.     VI,  216  Seiten.     1914 

Geh.M.7 ,  zuzügl. 2900o/QVerl.-Teuerungszuschl.  EinbandM.öO.— 

Man  muß  den  Gedanken  (der  dem  Buche  zugrunde  liegt)  als  außerordent- 
lich glücklich  bezeichnen,  und  er  ist  mit  einer  musterhaften  Sorgfalt  durch- 
geführt, die  die  Lektüre  des  Buches  auch  dem  zu  einem  hohen  Genuß 
macht,  der  es  nicht  als  Lernender  liest.  Ein  schönes,  klares  und  an- 
sprechend geschriebenes  Buch,  das  man  ganz  besonders  jedem  Physiker 
ohne  Einschränkung  empfehlen  darf.  Physikal.  Zeitschrift. 

Das  Buch  zeichnet  sich  durch  Einfachheit  und  Klarheit  der  Darstellung 
und  Lebhaftigkeit  des  Stiles  vorteilhaft  aus.  Chemiker- Zeitung. 
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WÖRTERBUCH  DER  PHYSIK 

Von 

Prof.  Dr.  Felix  Auerbach 

Mit  267  Figuren.     Oktav.     X  und  466  Seiten.     1920 
Preis  gebunden  M.  306. — 

Das  „Wörterbuch  der  Physik"  bietet  auf  dem  knappen  Kaum  von 
30  Bogen  eine  Fülle  von  Material.  Nahezu  4000  alphabetisch  geordnete 
Artikel,  darunter  357  Hauptartikel,  geben  auf  alle  in  das  Gebiet  der  Physik 
einschlagenden  Fragen  kurze  aber  klare  und  in  allem  Wesentlichen  er- 
schöpfende Antwort  in  Gestalt  von  Definitionen,  Lehrsätzen,  Theorien, 
Formeln,  Zahlentabellen  und  graphischen  Darstellungen,  wozu  noch  instruk- 
tive Figuren  kommen.  Das  Buch  ist  für  jeden  Physiker  wie  auch  für  jeden 
Freund  der  exakten  Naturwissenschaft  von  größtem  Wert. 

ÜBER  KATHODENSTRAHLEN 

Nobelvortrag 

gehalten  in  öffentlicher  Sitzung 

der  Königlich  Schwedischen  Akademie 

der  Wissenschaften  zu  Stockholm 

Von 

P.  Lenard 

Neue,  durch  viele  Zusätze  vermehrte  Ausgabe 
mit    11  Abbildungen.      Groß -Oktav.      1920 

Preis  M.  15. — 
zuzüglich  1100°/o  Verleger-Teuerungszuschlag 

Die  in  vorliegendem  Vortrag  enthaltenen  Ausführungen  des  Verfassers 
vermitteln  mit  bestem  Erfolge  in  allgemeinverständlicher  und  übersichtlicher 
Weise  die  Kenntnis  vom  Wesen  und  Wirken  der  Kathodenstrahlen.  Neue 
Erfahrungen  werden  eingehend  gewürdigt.  Vier  Anhänge  wollen  in  der 
Hauptsache  historischem  Interesse  dienen. 
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